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ONSOZz

"Parametre Belirsizligi Altinda Hicre i¢i Aglarin Modellenmesi, Analizi ve Optimal
Kontrolii" adhh 111E082 numarali PIA-Bosphorus-Fransa projesi TUBITAK-CNRS ikili igbirligi
programi kapsaminda 15/05/2012 - 15/05/2015 tarihleri arasinda TUBITAK ARDEB tarafindan
desteklenmistir. Projenin Tirkiye tarafindaki yuritiictsi izmir Ekonomi Universitesi'nden Prof.Dr.
Cuneyt GUZELIS, Fransa tarafindaki yiiritiiciisii LIPN-Kuzey Paris Universitesi'nden ( LIPN-
Univ. Paris Nord) Dog. Dr. Ferhan Pekergin'dir. Arastirma grubunda Dog. Dr. Levent CAVAS ve
Yrd. Dog. Dr. Glleser KALAYCI DEMIR Arastirmaci / Uzman, Dr. Neslihan AVCU ve Hakan
ALYURUK bursiyer olarak yer almaktadir.

Proje kapsaminda, Uzerinde en ¢ok c¢alisilan gen dizenleyici aglardan biri olan "Lak

Operon" gen dlzenleyici agi incelenmistir. Proje U¢ ana is paketinden olusmaktadir.

1. Is Paketi: Modelle Calismalari (0 - 18 Ay)
Bu is paketi iginde, lak operon icin deterministik ve stokastik matematiksel modeller
gelistirilmistir. Model parametre degerleri bilimsel yazindaki teorik ve deneysel galismalardan

kestirim yoluyla elde edilmigtir.

2. Is Paketi: Analiz Calismalari (3 - 24 Ay)
Analiz galismalari kapsaminda, gelistirilen modellerde lak operonun cift-kararli davranis

Ozelligini incelemek igin farkl analiz yontemleri gelistirilmistir.

3. Is Paketi: Optimal Kontrol Calismalari (6 - 24 Ay)

Lak operonun deterministik modeli i¢in optimal kontrol problemi tanimlanmigtir.

Lak operonun cift-kararli ¢alisma davranisini agiklamak igin gelistirilen analiz yéntemleri
fakli gen dizenleyici ag modellerinin analizi i¢in genellestirilebileceginden, bu analiz yéntemleri
ve lak operon o6zelinde elde edilen sonuglar projenin bilimsel yazindaki 6zgun ciktilarini

olusturmaktadir.

Projemize gosterdigi desteklerden 6tirii tim proje calisanlari adina TUBITAK'a tessekkiir
ederim.
Prof. Dr. Cineyt GUZELIS
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OZET

Bu proje sonu¢ raporu, bilimsel yazinda en ¢ok incelenen gen dizenleyici ag olan lak
operonun ¢ift-kararli davraniginin model parametrelerine bagl olarak incelenmesine iligkin 6zgin
kuramsal ve sayisal analiz sonuclari sunmaktadir. Calismada, biri deterministik digeri stokastik
iki farkli model analiz edilmistir. Lak operon modelleri yapay uyarici olarak metil-1-tio-3-D-
galaktosid’i kabul etmektedir. Deterministik model icin parametre uzayindaki-gift kararl ¢alisma
bolgeleri, yeni ortaya konan diskriminant ve koklerin geometrik yerine dayali yontemler ile tam
olarak belirlenmistir. Stokastik model icin ise kapali form kararli durum c¢oézimleri kullanilarak
parametre uzayindaki cift-kararli calisma bolgeleri hesaplanmistir. Gelistirilen yontemler, sadece
lak operon modellerinin ¢ift kararli calismasini garanti eden parametre degerlerini tanilamada
degil, en azindan bu gen dlzenleyici ag icin parametre belirsizligi altinda model analizi

problemine ¢6zum getirir.

Deterministik lak operon modeli igin, durum degiskenlerinin sinirhligi gosterilmis, c¢oklu
denge noktalarinin varhgi ve dolayisiyla cift kararli calismayl saglayan parametre degerleri
diskriminant ve koklerin geometrik yerine dayali incelemelerle belirlenmis ve denge noktalarinin
yerel kararlilik incelemesi yapilmistir. Deterministik lak operon modeli icin gergeklestirilen tim
cebrik, grafiksel ve sayisal analizler birbirini desteklemektedir. Deterministik lak operon
modelinde oldugu gibi koklerin geometrik yeri tabanli ydéntemin, Hill ve Michaelis-Menten
yaklagimlari uyarinca enzim kinetigine dayali olarak turetilen rasyonel sag yanli durum
denklemleri ile verilen herhangi tirden gen dizenleyici veya metabolik ag modeli icin etkin

sayisal bir ydntem oldugu gérilmustar.

Stokastik model analizlerinde, durum degiskenlerinin gen agi bilesenlerinin molekil tane
sayis! ile yapillmasi gerektigi sonucu elde edilmigtir. ilgili modele deterministik modelden hangi
doénusum ile gegilecegi belirlenmistir. Yutucu Markov model yaklasimi kullanilarak, baslangi¢
molekul sayisindan uyarilmis ve uyariimamig denge durumlarina gegis olasiliklari ve ilgili denge

noktasina ka¢ adimda gidilecedi hesaplanmistir.

Ayrica, optimal kontrol ¢alismalarinin baslangig asamasi olarak deterministik model igin

kontrol problemlerinin tanimlamalari yapilmigtir.
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Anahtar sozcukler: Lak operon, cift-kararlilik, koklerin geometrik yeri, diskriminant, gen
dizenleyici aglar, TMG, deterministik model, stokastik model, kapali form kalici durum

¢Ozimleri, yutucu Markov model.
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ABSTRACT

This final project report presents the original results of theoretical and numerical studies
on the analysis of bistable behavior of the most studied gene regulatory network “lac operon” in
terms of the model parameters. In the study, two different lac operon models, one deterministic
while the other stochastic, are analyzed. The lac operon models assume methyl-1-thio-3-D-
galactoside as the artificial inducer. The bistability regions in the parameter space for the
deterministic model are thoroughly determined by newly introduced discriminant and root locus
based methods. Also the bistability regions in the parameter space for the stochastic model are
defined by using closed form steady-state solutions. The developed methods not only identify
the ranges of the physical parameters ensuring the bistable behavior of the lac operon models,
but also provide a way of tackling the problem of model analysis at least for this gene regulatory

network under parameter uncertainties.

For the deterministic lac operon model, the boundedness of the state variables are
demonstrated, the parameter values providing the existence of the multiple equilibria, thus the
bistable behavior, are determined by the discriminant and root locus based analyses and a local
stability analysis of the equilibria is performed. All these studies for the deterministic lac operon
model performed in algebraic, graphical and numerical ways all supporting to each other. It is
observed along the studies that, as in the deterministic lac operon model, the developed root
locus based method provides an efficient numerical tool for any kind of gene regulatory and
metabolic network models given in a state equation form with rational right-hand side, derived

based on enzyme kinetics employing Hill and Michaelis-Menten approaches.

It is obtained that in the analysis of the stochastic model, the state variables must be
defined in terms of molecule numbers of the components of the gene network. It is also obtained
that how the related model can be transformed from the deterministic model. The probability
rates of the each starting molecule numbers to uninduced and induced equilibrium states and
the number of the steps to reach the related equilibrium point are calculated by using absorbing

Markov model approach.

Besides, the definition of the control problems are constructed as the initial stage of

optimal control studies.



Key words: Lac operon, bistability, root locus, discriminant, gene regulatory networks, TMG,
deterministic model, stochastic model, closed form steady-state solutions, absorbing Markov
model.



1. GIRiS

Lak operon, koli basilinin (Escherichia Coli) glikoz yoklugunda besin olarak laktozu
kullanmasini saglayan enzimlerin sentezlendigi DNA bolgesidir (Jacob vd. 1960). Lak operon,
ikisi laktozun hicre igine tasinip allo-laktoza donustirilerek metabolize edilmesinde gorevli lg¢
yapisal gen icermektedir. LacY, LacZ ve LacA sirasiyla laktozun hlcre igine tasinmasini
saglayan permeaz, laktozu allo-laktoza dénlstiren (B-galaktozidaz ve seker metabolizmasinda
gorevli transasetilaz enzimini Uretmektedir. Baskilayici (represor) proteinini sentezleyen Lacl
geni lak operonun acilip kapanmasini kontrol etmektedir. Ortamda glikoz bulundugu zaman
represor protein lak operonun promotor (baslaticl) boélgesine tutunarak ilgili gen Urdnlerinin

sentezlenmesini engeller.

Hilcrede bazal metabolizma nedeniyle ¢ok az miktarda permeaz ve [-galaktozidaz
bulunmaktadir. Bazal diizeydeki iki enzim, laktozun oldugu ama glikozun bulunmadigi ortamda
laktozun hucre igine alinarak allo-laktoza donustirilmesini saglar. Hicre icindeki allo-laktoz,
represor protein ile kimyasal tepkimeye girerek proteinin yapisini degistirir. Bu yapisal farklilik
represor proteinin promotor bolgesine tutunmasini engeller. Béylece RNA polimeraz, lak operon
bolgesindeki ¢ genden mRNA transkripsiyonuna baslar. Lak operonun icerdigi pozitif geri
besleme sayesinde Uretilen gen Urdnlerindeki artis, hucre icindeki allo-laktoz duzeyini artirir.
Artan allo-laktoz dizeyi, baskilayici proteini daha ¢ok engelleyerek enzim sentezlenmesini

destekler.

Lak operonun kontrolU iki farkli mekanizmayla gerceklestiriimektedir. Katabolit baskilama
(catabolite repression) olarak isimlendirilen birinci kontrol mekanizmasi, glikozun cAMP yoluyla
mRNA Uretimini engellemesine dayanir. cAMP miktar hdcre ici glikoz miktariyla ters orantil
olarak degisir. cAMP molekuli, cAMP almag (reseptdr) proteini (CRP) ile CAP kompleksini
olusturur. CAP kompleksi promotor boélgesine tutunarak mRNA Uretimini artirir. Glikozun varhigi
cAMP miktarini azalttigi icin mRNA Uretimini de azaltir. Glikozun hlicre disindaki laktozun igeri
alinmasini engelleme sireci ise uyarici digarlamasi (inducer exclusion) olarak tanimlanan ikinci

kontrol mekanizmasidir.

Deneysel galismalarda, genellikle, allo-laktoz ile kimyasal benzerlik gosteren methyl-1-
thio-B-D-galactoside (TMG) yapay uyarici olarak kullaniimaktadir. Yapay bir bilesik olan TMG,

allo-laktozdan farkh olarak glikoza donlsturilemez ve enerji mekanizmasina girmez. TMG'nin
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uyarici olarak kullanildigi bu calismalar, glikoliz agamasi icermedigi (metabolize olmadigi) igin

lak operon enzimlerinin iglevlerini incelemede daha uygun kosullar saglarlar.

Biyolojik sistemlerin matematiksel modellerinin olugturulmasi ve muhendislik yontemleri
ile incelenmesi yonindeki ¢calismalar 1950’li yillardan beri hizla artmaktadir ( Novick ve Wiener,
1957). Lak operon ile ilgili ilk teorik ve deneysel galigmalar Jacob ve Monod tarafindan
yapilmigtir. Bu ¢alismalarda gen dizenlemesi enzim Uretiminin kontrolinG biyolojik bir anahtar
mekanizmasi ile acgiklamaktadir. Jacob ve Monod’'un c¢alismalari lak operon Uzerinde birgok
modelleme ve analiz galismasina yol agmistir ( Wong vd.,1997; Ozbudak vd., 2004; Yildirim vd.,
2004). Lak operonun davranigi bilimsel yazinda genellikle enzim kinetiginden tiretilen adi
diferansiyel denklemlerle modellenmektedir (Ozbudak vd., 2004; Yildirim vd., 2004; van Hoek ve
Hogeweg, 2006). Bunun disinda gecikmeli adi diferansiyel denklem sistemleri ve stokastik

modeller de bilimsel yazinda yer almaktadir (Julius vd., 2008).

Deterministik matematiksel modellerde reaksiyon hizlari molekll konsantrasyonlarinin
zamana gore tlrevi olarak tanimlanmaktadir. Enzim kinetiklerini modellemek icin Michealis-
Menten ve/veya Hill gibi yaklasimlar kullanildiginda lak operonu tanimlayan diferansiyel
denklemler molekil konsantrasyonlarinin dogrusal olmayan ve rasyonel fonksiyonlari olarak elde
edilmektedir (Ozbudak vd., 2004; Yildirnm vd., 2004; van Hoek ve Hogeweg, 2006). Dusik
molekidl konsantrasyonlari igin olusturulan stokastik modellerde reaksiyon hizlari, molekil
sayllari cinsinden rassal degiskenler olarak veya diferansiyel denklemlere gurulta terimleri
eklenerek tanimlanmaktadir (Julius vd., 2008). Stokastik modeller, uyariimis ve uyarilmamis
durumlar arasinda anlik gecislerin modellenmesi agisindan uygun olmalarina karsin yogun

hesap gerektirdiginden sik¢a kullaniimamaktadir.

Stokastik modeller, durum degiskeninin sayisina bagli oldugu ve kimyasal denkelemlerin
dogasinda var olan rastgeleligi daha iyi agikladigi icin gelistirilen farkh similasyon algoritmalari
ve kapali form durum ¢oéziumleri bilimsel yazinda farkli gen aglari igin pek ¢ok stokastik model

analiz galismalari yer almaktadir ( Stamatakis ve Mantzaris, 2009; Wolf vd., 2010).

Bu calismanin amaci, lak operon modellerinde ¢ézimlerinin sinirhlidini, gift-kararhlik igin
gerekli olan goklu denge noktalarinin hangi durumlarda ortaya ciktigini ve denge noktalarinin

Lyapunov anlaminda kararliligini, basit fakat sistem dinamiklerini agiklamak igin yeterli bir



deterministik model tUzerinde incelemektir. Stokastik model igin parametre degerlerine bagimlihgi
ve deneysel sonuglarda gdzlemlenen hiicreler arasi farkliliklari aciklamaktir.  inceleme
sonuglari, lak operonun deneysel olarak ¢ok iyi bilinen cift-kararli dinamiklerinin hangi parametre
degerlerinde gercgeklestigini kuramsal olarak agiklamasi agisindan bilimsel yazina katki

olusturmaktadir.

Projede yapilan calismalarda yukarida biyolojik yapisindan bahsedilen lak operon
Uzerinde en cok c¢alisilan gen duzenleyici aglardan biri oldugu i¢in uygulama konusu olarak
secilmistir. Lak operonun cift-kararli ¢galisma davranisi icin yapilan analizlerde kullanilan model

ile ilgili ayrintili bilgi asagida yer almaktadir.

1.1 Deterministik matematiksel model

Projede ele alinan lak operon modelinde, uyarici olarak allo-laktoz ile benzer 6zellikler
gosterdigi icin yapay bir bilesik olan TMG kullaniimistir. Modelde, mRNA, permeaz ve hilicre igi
TMG konsantrasyonlari durum degiskeni alinarak zamanla degisimlerini aciklayan u¢ adi
diferansiyel denklem bulunmaktadir. Verilen model: i) hicre digi glikozun katabolit baskilama ve
uyarici disarlama etkilerini, ii) mMRNA'nin TMG etkisi ile transkripsiyonunu, iii) permeaz Uretimini,
iv) permeaz ile TMG’nin hicre igine tasinmasini ve v) TMG, mRNA ve permeazin bozulmasini
icermektedir. Protein sentezi sirasindaki transkripsiyon ve translasyon islemlerinde gecikme
olmadigi kabul edilmistir. Yapilan analizlerde de gorilecegi Uzere, model lak operonun gift-

kararh ¢calisma davranigini etkin olarak agiklamaktadir.

Matematiksel model, durum degiskenleri olan mRNA, permeaz ve hicre i¢ci TMG

konsantrasyonlarinin tepkime hizlarinin birinci derece adi diferansiyel denklemlerini icermektedir:

am
- aMfM,T(T)fM,Ge (Ge) —yuM (1.1)
dp
a = M —ypP (1.2)
ar
P anT,Te(Te) fT,Ge(Ge)P — yrT (1.3)

Burada M, P ve T durum degiskenleri, sirasiyla, mRNA, permeaz ve hicre ici TMG

konsantrasyonunu ifade ederken, model girisleri olan T, ve G, sirasiyla hiicre disi TMG ve



glikoz konsantrasyonlarini ifade etmektedir. i € {M,P,T} olmak Uzere, her bir durum degiskeni
icin y; bozunma sabitini, a; ise Uretim sabitini belirtmektedir. y;, hicre icindeki aktif bozunmay!i ve
hicre biylimesi nedeniyle ortaya gikan konsantrasyondaki seyrelmeyi kapsamaktadir. fy, r(T)
ve fyce(Ge), sirasiyla, mRNA Uretimi Gzerine hicre i¢ci TMG'nin pozitif ve hicre digi glikozun
negatif etkilerini gostermektedir. Benzer olarak frr.(Te) ve frg.(Ge), TMGnin hicre igine
tasinmasinda hicre digi TMG’nin pozitif ve hicre digi glikozun negatif etkilerini ifade eder.
Burada fy .(Ge) ve frg.(Ge) hicre digi glikozun azalan fonksiyonlari olup sirayla katabolit

baskilama ve uyarici digarlama etkileridir.

Verilen modelde, denklem (1.1) mRNA konsantrasyonundaki degisimi; hicre disi
glikozun katabolit baskilama etkisi altinda hicre ici TMG konsantrasyonu ile mRNA Uretimi ile
toplam bozunma arasindaki fark olarak tanimlamaktadir. Denklem (1.2)de, permeaz
konsantrasyonundaki degisim, sentezlenen permeaz ile permeazdaki bozunmanin farki olarak
gosterilmektedir. Benzer bicimde, denklem (1.3) hticre ici TMG konsantrasyonundaki degisimi,
uyarici disarlamasinin azaltici etkisi altinda hlicre disi TMG’nin hicre icine tasinmasindan

kaynaklanan artis terimi ile toplam bozunma arasindaki fark ile agiklamaktadir.

mRNA'ya ait Gretim fonksiyonu, fy,r(T), allo-laktoza benzer gekilde TMG etkisi altinda
allosterik bir tepkime iceren uyarlanmis Hill fonksiyonu ile denklem (1.4)'de verilmektedir. Bu
Uretim fonksiyonu allo-laktoz ile uyariimis lak operon modeli i¢in yapilan deneysel ¢alismalar
sonucu bilimsel yazinda kullanilan dretim fonksiyonunun TMG ile uyarimig modele
uyarlamasidir.

1+K,T"
K+K,T™

fM.T (T) = (1.4)

Burada, n sabiti baskilayici proteini etkisiz hale getirmek icin gerekli TMG molekil sayisini, K;
parametresi TMG ile baskilayici protein arasindaki etkilesimin denge sabitini, 1/K parametresi
koli basilindeki bazal mMRNA duzeyini ifade etmektedir. Baskilayici proteinin baskilanabilmesi igin
en az iki TMG molekulinin gerekliligi yapilan deneysel c¢alismalarda elde edildigi icin n = 2

olarak alinmistir.

Michealis-Menten kinetigi kullanilarak htcre disi TMG’nin  hicre igine tasinmasi

asagidaki gibi modellenmektedir.



T
fT,Te (Te) = KT:Te (1.5)

Burada, K7, Michealis sabitidir. Glikozun katabolit baskilama ve uyarici disarlama etkileri, hlicre
disi glikoz konsantrasyonunun azalan fonksiyonu olarak asagidaki denklemlerdeki gibi

tanimlanmstir.

KM,GE'1+G€m

fM.Ge(Ge) =

(1.6)

KM,Ge2tKm,GezGe™

G
free (Ge) =1— ﬁT,GemiGe 1.7)

Yukarida, katabolit baskilama parametrelerini Ky e 1, Ky ge2» Kucesz V€ m uyarict digsarlama

parametrelerini ise fr ;. ile Kr . belirtmektedir.

1.2 Model parametrelerinin belirlenmesi ve parametre belirsizlikleri

Projede analizi yapilan TMG uyarimli deterministik lak operon modeli, bilimsel yazinda
yer alan farkh ¢alismalar temel alinarak gelistiriimistir. Bilimsel yazinda yer alan ¢alismalarda da
bahsedildigi gibi lak operon modellerinde matematiksel model parametrelerinde belirsizlik
bulunmaktadir. Bu belirsizligin sebebi, farkli genetik 6zellikler, deney kosullarinda olusan
onlenemez farkliliklar ve 6lgim hatalar gibi etkenlerle agiklanmaktadir. Model parametreleri bu
nedenle, gozlenen ve deneysel verilerden hesaplanan ortalama degerleri ve degisim araliklar
verilerek tanimlanmaktadir. Deterministik lak operon modeli gelistirilirken incelenen modeller
arasinda yer alan Yildinm ve Mackey’in (2003) ¢alismasi, model parametrelerini lak operon igin
yapiimis farkli deney sonuglarindan elde etmektedir. Fakat bu model katabolit baskilama ve
uyarici digarlama etkisini géz ardi etmektedir. van Hoek ve Hogeweg (2006) olusturduklari
matematiksel modelde hiicre digi glikozun bu iki negatif etkisini g6z éninde bulundurmuslardir.
Ozbudak vd. (2004) yaptiklari deneysel ¢calisma sonuglariyla destekledikleri, iki durum degiskenli
matematiksel modelde, belirtilen bu iki etkiyi hicre disi glikozun azalan fonksiyonu olarak

tanimlamistir.

Gelistirilen modeldeki tepkimeler enzim kinetidine dayandirilarak bilimsel yazindakine
benzer sekilde modellenmigtir. Projede gelistirilen deterministik lak operon modelinin parametre
degerlerinden bagimsiz analiz edilebilmesi igcin denklem (2.14)de p parametresinin

tanimlanmasinin nedeni bu parametre belirsizli§ini en aza indirmektir. BOylece yapilan analizler
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olasi tim degerler icin yapilirken cift-kararl ¢alisma modunun saglandigi parametre deger
araliklari belirlenebilmektedir. Degeri tam bilinmeyen bircok model parametresini igeren p
parametresi icin yapilan analizler sonucu belirlenen cift-kararlihk aralidr kullanilarak model
parametrelerinin cift-kararlili§i saglayan deger araliklari, bir parametre disindaki diger tim
parametreler bilindigi varsayimiyla, belirlenebilmektedir. (2.16)da elde edilen denge
denkleminde mRNA Uretimi diger bilimsel yayinlarda oldugu gibi Hill fonksiyonu ile modellenmis
ve bu fonksiyonun katsayilari Ozbudak vd.(2004)'in ¢alismalarinda kullandiklari gibi K = 167.1
ve K; = 1(uM)~? olarak alinmistir. Bu katsayilar Yagil ve Yagilin (1971) TMG ile kimyasala
benzerlik gbsteren bagka bir laktoz anologu olan IPTG igin elde ettigi deney sonuglari ile tutarlilk
gosterdigi icin matematiksel modelde bu degerler icin analiz yapiimigtir. Yagil ve Yagil'in (1971)
deneysel calismasinda, K ve K;'in belirtilen degerlerinde %40'a varan belirsizlik gézlemlendigi
rapor edilmistir. Projede, K = 167.1 ve K; = 1(uM)~2 degerleri karsilastirma ve dogrulama
amaciyla bir referans olarak kullaniimistir. Gelistirilen yodntemler parametrelerin olasi tim
degerlerini goz onune almaktadir. K = 167.1 ve K; = 1(uM)~? degerleri, Projede onerilen
diskriminanta ve koklerin geometirk yerine dayali yontemlerde elde edilen cift-kararllik

parametre araliklarinin igerisinde yer almaktadir.



2. DETERMINISTIK MODEL iCiN SINIRLILIK VE YEREL KARARLILIK ANALIZi
2.1 Durum degiskenlerinin sinirlihigi
Modelde denklem (1.1)-(1.3)'deki, kayip terimleri dogrusaldir. Bu nedenle, durum

degigkenlerinin ¢cbzumleri, dogrusal olmayan Uretim terimleri giris olarak alindiginda agagidaki
gibi elde edilebilir:

M(®) = e MM (o) + [ e ay f 1 (T(D) fin 6o (Ge)d @1
t

P(t) = e YPE-t)p(ty) + j e VPt=D o, M(7)dr (2.2)
to

T(t) = e 10T (1)) + ftto e 1D qrfr e (Te) fr e (Ge)P(T)dt (23)

Denklem (1.4) ve (1.6)’da verilen mRNA Uretim fonksiyonu ve glikozun katabolit baskilama etkisi

ustten sinirli fonksiyonlardir. Dolayisiyla,

1+ K, T?
K+ K, T?

m
Kumgen + Ge Ky e

<1,K>1ligin ve fyge(Ge)= <
MaGe Kugez + KmgezGe™|  Kuge,2

|fM,T(T)| = ‘ (2.4)

Deneysel calisma sonuglarina goére K > 1 oldugu bilinmektedir. Bu durumda mRNA

konsantrasyonu igin asagidaki gibi bir Gst sinir elde edilebilir:
IM(t)| < e 7Tt M(t,) + “_MM[l — e7rr(t=to)] (2.5)
YM Kum Ge,2

Permeaz konsantrasyonu icin de asagidaki Ust sinir bulunur:
P(D] < e 7PEE0P(tg) + 2 {M ()] [1 = 777 (00)] (2.6)
P

frre(Te) ve frge(Ge) igin denklem (2.7)-(2.8)'de verilen sinirlarla,

Te
KretTe

|fT,Te(T€) | =

<1 2.7)

Ge
KT,GE+Ge

<1 (2.8)

|fT,Ge(Ge) | = ‘1 — Br,ge



hicre ici TMG konsantrasyonu icin denklem (2.9)'daki Ust sinir tiretilebilir.

IT(t)] < e YTE-tIT (L) + ;‘—: IP(t)|[1 — e~7r(t=to)] (2.9)

M(t), P(t) ve T(t) durum degiskenlerinin sinirhihdr Denklem (2.5), (2.6) ve (2.9)da
gOsterilmektedir. Denklem (2.10)-(2.12)'deki Ust sinirlarin limit degerlerinden goéruldaga gibi
Denklem (1.1)-(1.3) ile tanimlanan model gercekten “Sonunda Dizgin Sinirhdir’ (Vidyasagar,
1972).

Jty>0 3 |M(t)| < LuEmeer V>t (2.10)
YM Km,Ge2
Itp,>0 3 |P(t)| < 2pmKmeer Vit>tp (2.11)

YP YM KM Ge,z2

< 91 @p Ay Ky,Gen > .
At >0 3 |T()| < — Vt>tr (2.12)
Denklem (2.4), (2.7)-(2.8)'de verilen fonksiyonlar lak operon girislerinin (hicre digi glikoz
ve TMG) surekli fonksiyonlari oldugu icin ¢oziimlere st sinir olustururlar. Bu nedenle, Denklem

(1.2)-(1.3) ile verilen model “Sinirli Girig Sinirlh Durum” kararhidir (Vidyasagar, 1972).
2.2 Goklu denge noktalarinin varhigi

Galismanin bu kisminda modelin parametrelerine bagli olarak denge noktalarinin sayisi
incelenmistir. Durum degiskenleri M, P ve T'yi sabit kabul edip M ve P konsantrasyonlarina ait

denklemleri eleyerek T igin denge denklemi asagidaki sekilde elde edilir.

1+K,T?

pfur(M) —T=pm-T=0 (2.13)

Burada, p model parametrelerine bagli olarak denklem (2.14)’deki gibi tanimlanir.

p 2t frre (Te)fr.ge(Ge)fu,ce (Ge) (214
TYPVYM

Sekil 1’de goruldugu gibi mRNA Uretim fonksiyonu, K; parametresinden bagimsiz olarak
1/K degerinden baglar ve asimptotik olarak 1'e gider. 1/K>0 ve fy, r(T) fonksiyonunun surekli ve
doymali olma 6zelligi pfy (T)'nin (2.13)'de ikinci terimle verilen 1 egimli T dogrusunu kesecegini

gOsterir. Bu bulgu, en az bir denge noktasinin varligini kanitlar. Ayrica,K > 1 her zaman
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saglandigindan denklem (2.15)'de verilen trev pozitif olur, dolayisiyla fy, +(T)'nin monoton artan

bir fonksiyon oldugu goérular.

1{1 + K1T2} _ 2K T(K—-1) (2.15)

d
ar M =G5y K.T?| ~ (K + K,T?)?

Fakat pfy, r(T) nin tarevi monoton bir fonksiyon degildir, cok kiglk ve gok buylk Tdegerleri igin
birden kiclk olurken ara degerler icin birden blyUktlir. p parametresinin degerine bagh olarak
denklem (2.13)'Un birinci ve ikinci terimleri Sekil 1’den goéruldugu Uzere modelin denge

noktalarina karsilik gelen g farkli noktada kesismektedir.

A
T
L P fwlf(T)
P2 fM,-(T)
Ps fM,-(T)
P> Pz > pPs
T

Sekil 1. Coklu denge noktalarinin geometrik incelemesi

Yukaridaki grafik inceleme, gift-kararli ¢alisma biciminin gdézlemlenmesi igin ikisi kararli
u¢ denge noktasinin gerekliligini gosterir. Coklu denge noktasinin varligini saglayan parametre
degerlerinin arahdini belirlemek igin asagidaki cebirsel analiz kullanilabilir. Polinomsal
denklemlerin koklerinin parametrik olarak belirlenmesi icin gelistirilen yontemlerin kullaniimasina

izin vermek icin denge denklemi (2.13) asagidaki polinomsal formda duzenlenebilir.
KiT® —pK,T>?+ KT —p =0 (2.16)

Parametre degerlerinden bagimsiz olarak en az bir denge noktasinin varligini gosteren

denklem (2.16)'nin, her zaman bir gergel kdku vardir. Diger iki kok bir karmasik eslenik ¢ift veya



iki gercel kok olarak ortaya c¢ikabilir. Ug gercel kdk varken (¢ farkli durum olabilir: Ug katli bir
kok, biri iki kath iki farkl kok ve birbirinden farkhh U¢ kdék. Cift-kararli davranig, denkelem
(2.16)'daki polinomsal ifadenin (¢ farkli gergel kokii oldugu zaman gercgeklesir. Ug gergel kokiin
varligini saglayan parametre deger araligini belirlemek icin karmagik koklerin gercel koklere
donlstugu parametre degerleri belirlenebilir. Parametre uzayindaki bu dénme noktalari katl kok

kosullarindan asagida verilen bicimde bulunabilir.

Bilimsel yazinda yer alan farkli lak operon modellerine uygulandigi gibi, denklem
(2.16)'daki polinomsal denklemin Gg¢ kath bir kékinin olmasi icin denklemin, birinci ve ikinci

tlrevinin ayni noktada (kokte) sifira esit olmasi gerekir.

K,T3 —pK;T2 +KT —p =0 (2.17)
3K, T? — 2pK,T+K =0 (2.18)
6K,T — 2pK, = 0 (2.19)

Denklem (2.17)-(2.19), K = 9 ve K, = 27/p? degerleri icin T = p/3’te ¢ katli ¢akisik bir
kok oldugunu gdésterir. Cesitli lak operon modellerinde, gift-kararli ¢alisma bigimi igin K > 9
kosulu elde edilmistir. Denklem (2.17)-(2.19)’dan anlasildigi gibi K = 9 dederi, sadece K; ve p
parametrelerinin K; = 27/p? kosulunu sagladi§i durumlarda, gift-kararli bolgenin K parametresi
icin alt sinirnin 9 oldugunu belirtir. Projenin bu asamasinda yapilan diskriminant analiziyle de
gorllecedi gibi, K; = 27/p? kosulu saglanmadiginda K > 9'dan farkh gift-kararlilik araliklari
bulunmaktadir. Bu durumlarda cift-kararlihk bdlgesinin sinirlari, biri ¢ift kath olmak Utzere iki

gercel kdk oldugu kabul edilerek belirlenebilir.

2.3 Denge noktalarinin yerel kararlihgi

Denklem (1.1)-(1.3)'te verilen modelin yerel kararlihk analizi Jakobyen matrisinin 6z
degerlerinin konumu belirlenerek yapilabilir. islemleri kolaylagtirmak igin (1.1)-(1.3)’teki durum

denklemleri asagidaki bicime yazilabilir:

1 dM ay

EW = EfM,T(T)fM,Ge(Ge) -M (2.20)

10



——=—M-P 2.21

ypdt yp ( )
1dT ar

T ;fT,Te(Te)fT,Ge(Ge)P -T (2.22)

Bu doénusimle, Jakobyen matrisin 6z degerleri ayni kompleks yari dizlemde kalirlar. (2.23)'dan
gorulebilecegi Uzere (2.20)-(2.22) durum denklemlerinin Jakobyen matrisine iliskin 6z degerler

(2.1)-(2.3) durum denklemlerinin Jakobyen matrisine iliskin 6z degerlerin, y; > 0 olacak bicimde

A = 1/y; ile carpimidir.

det(Al —J) = det(Al — diag (v, ¥p,¥r)]) = Ya ¥, ¥y det(U — ) (2.23)

Denklem (2.23)deki | ve J, sirasiyla, asil ve dénlstiriimis modellerin Jakobyen
matrislerini gosterir. Donustirdlmids matrisin 6z degerleri, karakteristik denklem (2.24)0n

koklerine esittir.

A+1 0 M e (G) d (T*)
,yM fM,Ge e deM,T
ap
det(Al —]) = |-—= A+1 0

Yp
ar

0 —— frr,(T) fr,6,(Ge) A+1
Yr

= B +302 434+ 1—pfur(T") (2.24)

Karakteristik denklem (2.24)Un sag yari dizlemde koku olup olmadigini belirleme
amaciyla Routh-Hurwitz testi uygulayabilmek icin Tablo 1’deki Routh dizisi olusturulabilir. Dizinin
ilk sutununun agagida verilen son Uyesinin negatif olmasi Jakobyenin tanimli oldugu denge
noktasinin kararsiz olmasi anlamina gelir.

d 2K, T(K — 1)

1-p——=fur(M=1 —Pm

e (2.25)

Sekil 1'de gorilecegi Uzere, ¢cok buyik ve cok kicuk T degerlerinde gerceklesen denge
noktalarinda, denklem (2.25)'de yer alan terim, fj, +(T)'nin kiigik olmasi dolayisiyla negatif, ara

bir konstrasyon degerinde gergeklesen denge noktasinda ise fy r(T)'nin buylk olmasi
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dolayisiyla pozitif olmaktadir. Dolayisiyla, bir kararsiz iki kararli denge noktasinin var oldugu bir

cift-kararli dinamik davranig oldugu gorulmektedir.

Tablo 1. Donlstirilmis modelin karakteristik denklemi icin Routh dizisi

1 3

A3 3 1 d f
) _pﬁ mr(T)
A
PE! 1 8+pif T)

3 dar M7’
A° q

1_pd_TfM,T(T)
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3. COKLU DENGE NOKTALARININ VARLIGINI SAGLAYAN PARAMETRE
ARALIKLARININ DISKRIMINANT YONTEMIYLE BELIRLENMESI

Bunun i¢in polinomsal denklem (2.16)’in diskriminanti asagidaki sekilde hesaplanir:
Alp, K, K;y) = —4K3p* + (18KZK — 27KZ + K?K)p? — 4K, K3 (3.1)

Bir polinomun diskriminanti, kokler arasindaki uzakliklarin karelerinin ¢arpimi oldugundan
A cift ya da Ug kath bir kok varken sifir olur. Diskriminant pozitif oldugunda denklem (2.16)’daki
denge denkleminin tg farkli gercel koku vardir. Bir parametre lizerindeki kosullari elde etmek icin
diger iki parametre sabit alinip, A= 0 denklemi bu parametre icin ¢ozullebilir. p araligini

belirlemek icin A= 0 denklemini saglayan p de@erleri asagdidaki gibi hesaplanabilir:

(12) — |atvb
P A (3.2)
(34) — _ at\b
p 8k, (3.3)
Yukaridaki denklemlerde
a2 K?+18K —27 (3.4)
b2 K*—28K3+270K* —972K + 729 (3.5)

olarak tanimhdir. A> 0 oldugu p araligini belirlemek igin dncelikle A= 0 yapan gergel p kokleri
bulunabilir. Denklem (3.6)’daki esitsizlik saglanmadigi durumlarda, A= 0 igin dort karmasik kok
elde edilir. Bu durumda, biyolojik parametre K;'in pozitifliinden dolayi, en blyutk dereceli terimi

—4K3 olan A'yi pozitif yapacak higbir p degeri yoktur.
K*—28K3 +270K2 - 972K +729 = (K — 1)(K —9)3 > 0 (3.6)

Boylece, 1 < K <9 aralidindaki K degerlerinin cift-kararliigi vermedigi gorulmektedir.

Diger yandan, Denklem (3.4)-(3.5)den elde edilen (3.7) bagintisi a’nin v/b’den genlikge daha

blylk oldugunu gdsterir.
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a? —b? = (K? + 18K — 27)? — (K* — 28K3 + 270K? — 972K + 729) = 64K3 > 0 (3.7)

Denklem (3.2) ve (3.3)'de verilen koklerin karmasik olmamasi ve A> 0 olabilmesi icgin
a > 0 bir gerek kosuldur. 0 < K < 1 araligindaki K deg@erleri icin a < 0 oldugu ve (3.2)-(3.3)’deki
tum koklerin sadece K > 9 kosulunda gergel oldugu gézlemlenebilir. Gergel p™, p(), p®) ve
p® durumunda, (p™,p@)ve (p®,p®) araliklarindaki p degerleri igin A> 0'dir. Modelde p
parametresi pozitif (biyolojik) sabitlerin ¢arpimi oldugundan negatif p degerleri iceren (p®,p®)
araligi gegerli bir parametre araligi degildir. BOylece, p igin iR’Zl. parametre uzayinda cift-kararlilik

bolgesi K ve K;parametreleri ile birlikte denklem (3.8)'deki gibi belirlenebilir.

R 2{(0KK) e R|pPV<p<p@ K>9 K >0} (3.8)

Yukarida yapilan tim tlretmeleri K ve K; parametreleri icin yaparak bu parametrelere ait

cift-kararlilik bolgeleri hesaplanmigtir. K; parametresi igin A(p, K, K;) = 0 yapan kokler Kl(l) =0

+Vb
ve K1(2,3) _ atb
8P2

seklinde hesaplanmistir. Gergel K1(2'3) koklerinin varlhigi K > 9 kosuluyla birlikte

K; parametresi icin cift-kararlilik bolgesi inil’i denklem (3.9)'daki gibi tanimlar.

R 2 { P K.K) € R KD <K <K&, K>9,p>0 } (3.9)

Benzer sekilde K parametresi degisken olarak alindiginda, A(p,K,K;) =0 ifadesini
saglayan kokler denklem (3.10) ve (3.11)’deki gibi hesaplanir.

Kp? ¢ 1
KO="4+_ — 4+ 4 3.10
12 T12a 12 (3.10)
(1Fiv3)c

(17 i\/§)d> (3.11)
Burada, c ve d parametrelerinin ifadeleri denklem (3.12) ve (3.13)'de verilmektedir.

¢ = K,p?(216 + K,p?) (3.12)

1/3
d= (5832K1p2 — 540(K;p?)? + (K;p?)3 + 24v/3/— (=27 + K1p2)3(K1p2)2) (3.13)
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K parametresinin gercel kokleri kullanilarak bu parametre uzayi igin cift-kararlilik bélgesi RX.’i
denklem (3.14)’deki gibi tanimlar.

RE 2 {(p K K) € R KW <K <K® K p?>27 } (3.14)

Denklem (3.8)-(3.9) ve (3.14)'de p, K ve K, parametreleri igin ortak ¢ift-kararhlik bolgesi
bu t¢ parametre cift-kararlilik bolgelerinin (‘Rzi, R ve iRI;l.l) birlesimiyle denklem (3.15)’deki gibi

ifade edilebilir.

Ry 2 { (0K, K) € R3|p® <p <p@, kKD <k <k® K? < k; < kP,

K;p?>27,p>0,K >9,K, > 0} (3.15)
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4. COKLU DENGE NOKTALARININ VARLIGINI SAGLAYAN PARAMETRE
ARALIKLARININ KOKLERIN GEOMETRIK YERi YONTEMIYLE BELIRLENMESi

Diskriminant yolu ile bulunan lak operonun cift-kararli galismasini (¢coklu denge
noktalarinin varligini) saglayan parametre deger araliklari, koklerin geometrik yeri kullanilarak
belirlenmigtir. Model denge denklemi (2.16), denklemin katsayilarini belirleyen model
parametrelerine gore gergel koklerin sayisinin degisimini belirlemek igin diskriminant ile
incelenmistir. Ylksek dereceli polinomsal denge denklemlerinin koéklerinin tlretilmis parametrik
ifadelerinin analizi icin diskriminanta dayali bir yontem kullanilabilir. Fakat bu yéntem dérdincu
dereceden bir denklemin diskriminantini ya da katsayilari arasinda bagimlilik iceren uglincu

derecen bir polinomsal denklemin diskriminantini hesaplamada yetersiz kalmaktadir.

Elektrik muhendislijinde kapali ¢evrim kontrol sisteminin kutuplarinin yerinin kontrolor
parametresine bagli olarak degisimini belirleyerek kontrolér tasariminda kullanilan, koklerin
geometrik yerine dayali bir yontem, diskriminant yontemindeki bu kisitlari asmak icin Projede
gelistiriimistir. Raporun ilerleyen bolimlerinde, kdklerin geometrik yerine dayali gelistirilen bu
yontemin, enzim kinetiginden tiretilen rasyonel sag yanli durum denklemleri ile tanimlanan lak
operon modelleri igin denge noktalarinin sayisinin degisimini incelemede etkin bir ydntem oldugu
gorulmustur. Koklerin geometrik yerine dayali yoéntem, cift-kararlilik sinirlarinin belirlenmesine ve
¢izimlerle model parametrelerine bagh olarak nitel degisimlerin gézlemlenmesini kolaylastiran

ndmerik yazilim paket programlarin kullaniimasina izin vermektedir.

Kontrol uygulamalarinda koklerin geometrik yeri yonteminin temel kullanim alani
asimptotik kararlihk icin kapali cevrim kutuplarinin sol yari dizlemde kalmasini saglayan
kontrolor parametresinin  belirlenmesidir. Lak operonun ¢ift-kararli ¢alisma bdlgesinin
belirlenmesinde koklerin geometrik yerine dayali yontem, c¢oklu pozitif denge noktalarinin
varligini saglayan model parametre araliklarinin belirlenmesi amaciyla kullaniimistir. Kontrol
alaninda Laplace uzayindaki rasyonel karakteristik denkleme uygulanan koklerin geometrik yeri
analizi, geligtirilen bu yéntemde TMG konsantrasyonunun polinomsal fonksiyonu olan denge

denklemine uygulanmigtir.

K;T? +pK;T>?+KT —p =0 (4.1)
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Cift-kararhhk bolgesini belirlemek igin kdklerin geometrik yeri yontemi asagidaki adimlari

uygulamaktadir:

1. Her model parametresi icin elde edilen denge denklemi (4.1), q € {p,K,K;} ve g geri

N(T.Q)
D(T,q)

fonksiyonu olarak karakteristik denklem biciminde duzenlenir.

kalan diger parametreler olmak uzere 1+ ¢

=0 ,pay ve paydasi T ve g'In

2. Payr N(T,q) =0 ve paydayl D(T,q) =0 yapan kokler hesaplanir ve koéklerin yeri
paydayi sifir yapan kdk degerlerinden baslayarak payi sifi yapan kok degerlerinde

sonlanarak cizilir.

3. Cift kararli galisma bolgesinin sinirlarini belirlemek igin kompleks koklerin ¢akisik gercel
koklere dénistigl ya da tersinin gergeklestigi gercel eksene giris ve gergel eksenden

ayrilma noktalari hesaplanir.
4.1 p parametresi icin koklerin geometrik yeri analizi

p parametresi i¢cin denge denklemi (4.1) karakteristik denklem formunda asagidaki gibi

dizenlenebilir;

14K, T?

VPR KT @

Denklemdeki pozitif geri besleme koklerin geometrik yeri grafiksel olarak cizilirken g6z
onlnde tutulmaktadir.

TD(1,2,3)

Pay ve paydanin koklerine, sirasiyla T,\(,l'z) ve , ait genel sembolik ifadeler denklem

(4.3) ve (4.4)-(4.5)'te verilmektedir.

1
71D _ 4 . (4.3)

TV =0 (4.4)
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K
T[§2'3) _— /K_l (4.5)

Gercel eksene giris ve gercel eksende ayrilma noktalarinin K ve K; cinsinden

denklemleri, p'nin T'ye gore ekstremum noktalarini bularak asagidaki gibi elde edilir.

d (T(K+KT?)\ T*3K;—KK) +K{T +K »

dr\ 1+K,T7?2 | (1+ K,T?)? (4-6)

s 4 J (K -3)+ K -DK D wn
- 2K,

Hesaplanan bu ekstremum noktalarindan sadece gergel olan T(1234 noktalari gercel
eksene giris ve gercel eksenden ayrilma noktalaridir. Bu nedenle, diskriminanta dayali yontem
sonugclarina benzer olarak K > 9 ve K; > 0 kosullar ¢ift kararli durumun varlidi igin gerek kosul

olarak elde edilmistir.

Daha 6nce koli basili ile ilgili deneysel ¢alismalardan elde edilen K= 167,1 ve K; =
1(uM)~2 degerleriyle, p parametresi icin MATLAB kullanilarak gizilen koklerin geometrik yeri
grafigi Sekil 2'de verilmistir (Ozbudak vd., 2004). Kiicik ve buyiik p degerleri icin sadece bir
gercgel kdkun oldugu ve Ug gergel kdkun sinirh bir p araliginda olustugu grafikten gérilmektedir.
Kullanilan K ve K,; degerleri ile gercel eksenden ayriima ve gergel eksene giris noktalari
hesaplanarak, p parametresi icin ¢ift kararlilik arai§inin sinirlari p € (25.7 uM, 84.1 uM) olarak

hesaplanmistir.
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p - root locus for K=167.1, K=1

p'=84.1 p'=25.7 \u;

Imaginary Axis
T

Real Axis

Sekil 2. K = 167,1 ve K; = 1(uM)~? alindiginda p parametresi igin koklerin geometrik yeri

Yukaridaki c¢ift-kararlilik bolgesi K ve K;'in belirli degerleri igin hesaplanmistir. Alt ve Ust
limitleri ve ayrica cift kararlihk bdlgesinin varli§i K ve K; parametrelerinin degerlerine baghdir.
Gercel eksenden ayrilma ve gergel eksene giris noktalarini gosteren denklemden (4.7) de
goruldigu Gzere elde edilen kdklerin geometrik yerini grafiginde pozitif K; degeri, p parametresi
icin sadece nicel degisiklige sebep olan orantisal bir etkiye sahipken nitel bir degisiklige sebep
olacak bir etkiye sahip degildir. Koklerin geometrik yerlerinde ve p igin ¢ift kararli galisma
araligindaki nitel degisiklikleri gdozlemlemek igin sadece K parametresinin farkli degerlerini ele

almak yeterli olmaktadir.

K, degeri 1(uM)~? olarak sabit alindiginda farkli K degerleri igin elde edilen koklerin
geometrik yeri grafikleri Sekil 3'de verilmigtir. Sekil 3.a bltin p degerleri icin sadece bir gergel
kokun oldugunu, bagka bir deyisle kdklerin geometrik yerini gosteren (kompleks kokler iceren)
egrinin hicbir zaman gergel ekseni kesmedigini gostermektedir. Grafik Sekil 3.a' da K degeri,
gercel eksenden ayrilma veya gercel eksene giris noktalarinin varligi igin gereken K >9
kosulunu saglamayan kiglk K degerlerine 6rnek olarak 2 segilmistir. Sekil 3.b' de K = 9 degeri
sadece bir gercel eksenden ayrilma veya gercel eksene giris noktasi ile U¢ kath gercel kok
durumunu saglayan ve baska gercel kdk olusturmayan bir p dederi vermektedir. Sekil 3.c-f' de,
ug farkh gercgel kdkin olustugu bos olmayan ve sinirli bir p araligi i¢cin dokuzdan buyik doért farkli

K degeri icin koklerin geometrik yerini gésteren grafikler gizilmigtir.
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(&) p - root locus for K=2, K1=1
2 < - -

4

(b) p - root locus for K=9, K1=1

(d) p - root locus for K=167.1, K1=1
15 © T

(e) p - root locus for K=1000, K1=1
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Sekil 3. p parametresi icin K; = 1(uM)~? sabit alinarak farkli K de@erlerine gore elde edilen
koklerin geometrik yer grafikleri

Sabit K; =1 (uM)~2 degeri ve daha 6nce yapilmis deneysel ve teorik calismalarda,
kullanilan K degerleri (K = {167.1,1000,7200}) ile gizilen p parametresine ait koklerin yeri
grafikleri Sekil. 3.d-f'de goriilmektedir (Ozbudak vd., 2004; Lestas vd., 2008; Yildirim vd., 2004 ).
Bu grafikler énceki ¢alisma raporlarinda elde edilen ¢ift-kararli davranis icin elde edilen K > 9

kosulunu dogrulamaktadir.

Cift kararli galigma arali§ini saglayan p parametresinin alt ve Ust sinirlari, sirasiyla p* ve
p*, K parametresine gore degisir. Bu degisim daha buylk K degerlerinde p parametresi igin
daha buyuk cift-kararli caligma araligi seklinde gozlemlenmigtir. p parametresine ait denklem

(daha once denklem (4.1) ile ifade edilen) denge durum denklemlerinin tekrar dizenleyerek

_ T(K+K.T?)

77 seklinde elde edilebilir. p' ve p* sinirlarindaki K’ya bagl degisim, p ifadesinde
1
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gercel eksene giris ve gercel eksenden ayrilma noktalarinin yazilmasi ile asagidaki gibi elde

edilebilir.

2

2K, 2K,

14K, (J(K SHENCEDE 1))

\/(K—3)+\/(K—9)(K—1) K+K1<\/(K—3)+\/(K—9)(K—1)>

I _

2

_\/(K—3)+\/(K—9)(K—1) 3K —3++/(K-9)(K-1) 48)
B 2K, K—1+J&—-9(K-1) '
2
K-=3)-JK-9DK-1) (K=3)-JEK-9K-1)
[e=o-i Ko ( (= )
p* = 5
1+K1<J(K—3)—\/2(1;1—9)(K—1)>
_\/(K—3)—\/(K—9)(K—1) 3K —3—/(K-9)(K—1) 4.9)
B 2K, K-1-JEK—=9)(K-1) '

Yukarida p! ve p* sinirlarini bulmak igin kullanilan T, hiicre icin TMG konsantrasyon
seviyesini ifade eden durum degiskeni oldugu i¢in sadece gergel ve pozitif degerler alabilir ve bu

nedenle K > 9 ve K; > 0 kosulu saglanmalidir.

Deterministik modelde p parametresi (2.14)'de gorildigiu gibi hicre digi TMG (T,) ve
glikoz (G,) konsantrasyonlarinin fonksiyonudur. Ozbudak vd. (2004)'in matematiksel modeli, yari
kararli denge durumunda duzenlendiginde hucre digi glikoz (G.) ve TMG (T,) konsantrasyona
badll a(G.)B(T,,G.) = a(G,) Bre(T.) Bse(G,) ifadesinin, bu projede kullanilan modeldeki p =

%i—Pi—MfT_TE(Te)fT,Ge(Ge)fM,Ge(Ge) 've esit oldugu gorilmektedir. Ozbudak vd. (2004)in
T YPp YmM

calismasinda «a(G.) fre(T.) Be(G.) ifadeleri icin kestirim yapilarak belirlenen fonksiyonlar

21



kullanilarak, p parametresinin hicre digi glikoz (G,) ve TMG (T,) konsantrasyonlarina bagli
fonksiyonu (4.10)'deki gibi elde edilebilir.

(T,,G,) = 844 +16.1|[0.00123 T,*°] [100 — 35 (100 Ge) ] 4.10
Plle be) = R L e 10 + (100 G,) (4-10)
1+(g%)

Ozbudak vd. (2004)nin yaptigi deneysel calismalarda, cift-kararli davranisin
gOzlemlendigi hidcre disi TMG konsantrasyonunun T, =20uM ve hicre digi glikoz
konsantrasyonunun G, =0 uM oldugu durumda, p parametersinin degeri (4.10)'dan p =
74.59 uM olarak hesaplanir. Bu deger, gelistirilen her iki analiz yontemiyle K = 167.1 ve K; =
1 (uM)~2 parametre degerleri igin hesaplanan p parametersine ait p € (25.7 uM, 84.1 uM) cift-

kararli calisma araliginin icinde yer almaktadir.
4.2 K parametresi i¢in koklerin geometrik yeri analizi

p parametresi icin daha 6nce yapilan analizlerin K parametresine gore yapilabilmesi igin

denklem (4.1)'deki karakteristik denklem asagidaki gibi diizenlenebilir.

T —
KiT3 —pKT? —p

1+K 0 (4.11)
Daha 6ce yapilan diskriminanta dayali analiz ve p parametresi igin koklerin geometric
yeri analizlerinin her ikisinde de K > 9’un ¢ift karali ¢alisma igin gerekli tek kosul oldugu
gorilmustar. Sekil 4'te verilen K; = 1(uM)~2 ve ( Ozbudak vd. (2004)in galismasindan gift-
kararli davranig gézlemlenen T, = 20 yM ve G, = 0 uM degerleri igin hesaplanan) p = 74.59uM
parametre degerleriyle gizilen K parametresine ait koklerin geometrik yerini gosteren grafik, cift-
kararh ¢calisma durumu igin K parametresinin sadece alttan sinirh degil Gstten de sinirli olmasi
gerektigini gostermektedir. Bu alt ve Ust limitler gercekte sirasiyla gercel eksene giris ve gercel

eksenden ayrilma noktalaridir.
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K - root locus for p=74.59, K=1
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Sekil 4. p = 74.59uM ve K; = 1(uM)~2 alindiginda K parametresi igin koklerin geometrik yeri

K parametresi icin her iki analiz yontemiyle citf-kararli ¢calisma araligi K € (148,1390)
olarak elde edilmistir. Ozbudak vd. (2004)'in calismalarinda cift-kararli davranisin gézlemlendigi
K = 167.1, bu aralikta yer alirken Lestas vd. (2008), Oehler vd. (2006)'in deneysel calismarindan
kestirimde bulunarak laktoz analogu olan diger bir uyarici IPTG igin verdigi K = 1000 ve Yildirim
vd. (2004)'in yine IPTG i¢in Yagil ve Yagil (1971)'in gerceklestirdigi deney sonuglarindan kestirim

yaptigi K = 7200 degeri hesaplanan cift-kararli ¢alisma araliginda yer almamaktadir.

K parametresine ait cift-kararli ¢alisma sartlar, K igin cizilen koklerin geometrik yerini
gOsteren grafigin p ve K; cinsinden elde edilen gercel eksene giris ve gergel eksenden ayriima

noktalari gibi yapisal 6zellikleri kullanilarak asagidaki sekilde incelenebilir.

Denklem (4.10)'daki rasyonel ifadeye ait payin orijinde, T icin tek bir koki bulunmaktadir.
Paydadaki K;T3 — pK,T? — p ifadesinin kokleri Cardano formdli kullanilarak denklem (4.13)-
(4.15)'daki gibi elde edilebilir.

TI\(Il) -0 (4.12)
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1 3/1 ,
m:__ (ry +1,) — T (4.13)

@ _P, 1+iV33[1 1-iV33(1
T,” = 3 6K, (r1 +1,)+ 3K, 5 (ry — 1) (4.14)
@ _p 1-iV33L 1+iv3:1
T,” = 3 + oK, 2 (rn+m)+ (4.15)
Buradaki r; ve r, asagidaki gibi tanimlanmistir.
r = —pKE(2p%K, + 27) (4.16)
r, = \/27p2K14(4p2K1 +27) (4.17)

=0 oldugu igin, gercel eksene giris ve gergel eksenden ayrilma noktalari 2K,T3 — pK,T? +

p = 0 denkleminin kokleri olarak hesaplanabilir:

(4.18)

dK d ( K T°—pKT?—p)  2KiT®—pKT*+p _
dr — dT T B T2 B

Denklem (4.19)-(4.21)daki, denklem (4.18)'de verilen rasyonel ifadenin paydasisinin
(2K, T3 — pK,T? + p = 0) kokleri olan T(%3) degerleri, kdklerin gemetrik yerini garfiginde gergel

eksene giris ve gergel eksenden ayrilma noktalaridir.

T(l)_€_6—1(1/ ) — 3 / (4.19)

p 1+iV33[1 1-iv3s|1
T® =t o [Tt g (30 (420)
1 1
p 1-iV3:|1 1+iv3s|1
T®=5% - 12K, |zt g (70 (4.21)

Burada, r; ve r, degiskenleri asagidaki gibi tanimlanmigtir
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r3 = 2pKZ(54 — p?K;) (4.22)

T = \/4—32}921(14(27 — p2K;) (4.23)

Yukaridaki denklemlerde goérildigu Uzere, gergel eksene giris ve gercel eksenden ayriima
noktalari olan T, T@ ve T®), K,p? ve ayrica p ve K parametrelerinin fonksiyonu seklinde
elde ediimektedir. TMW, T® ve T®) noktalar K,p?ye bagl yiiksek dereceli dogrusal olmayan

karmasik ifadeler icermektedir. Bu ifadelerin analizini kolaylastirmak igin dogrusal bir donlsum

P 6K, T 12K, T® - 12K, T® . o .
ile TW 2 7@ a2t~ ve TG 2 2L fonksiyonlari elde edilmistir. Bu fonksiyonlarin
K1p? Kip? VK1p?

gercel ve imajiner kisimlari Sekil 5'deki gibi cizilebilir ve K;p?'ye bagmliliklari bu gizimler

yardimiyla daha kolay incelenebilir.

Sekil 5’den, gercel ve pozitif olmasi gereken gercel eksene giris ve gergel eksenden cikis
noktalar T, T@ ve TG i¢in p2K; > 27’ gerek kosul oldugu gériilmektedir. p?K; > 27 kosulu
daha énce diskriminanta dayali analiz sonuclari ile tutarliik gdstermektedir. Grafiklerden T
ifadesinin negatif gergel bir kdk oldugu, T® ve T®lin p?K,; > 27 kosulundan sonra pozitif ve

gercel degerler aldigi goériimektedir.

2 .20 __ 40
o / < &
T at F 10 A F 20:
— — —
(D) () [¢D)
04 4 4
-6 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200
2 2 2
K lp K 1p K 1p
1 10 0
~ —~ —~
- S 2D
T o T 5 - 5|
— — —
£ £ £
-1 0 -10
0 100 200 0 200 400 0 200 400
2 2 2
K 1p K 1p K 1p

Sekil 5. p?K,’e gore Olgeklendiriimis gergel eksene giris ve gergel eksenden ayrilma noktalarinin,

T, T@ ve TG, gergel ve imajiner kisimlarinin grafikleri
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K parametresinin alt ve Ust sinirlarina ait analitik ifadeler, sirasiyla K* ve K', daha énce p

parametresi icin yapilan islemlere benzer sekilde denklem (4.24)-(4.25) deki elde edilebilir.

_K(T?) —piy (T?)" —p

u —
K= T2

(4.24)

K (T®)? = pk, (T®) - p
1 1 1
K'= o) (4.25)

Buradaki T ve T® denklem (4.20)-(4.21)'de tanimlanmigtir.

Gercel eksene giris ve gercel eksenden ayrilma noktalarinin bazi parametre degerleri igin
olustugunu ve bazilari icin olusmadigini gosteren, farkh p ve K; degerleri kullanilarak

MATLAB'da cizilen koklerin geometrik yeri grafikleri Sekil 6’da verilmistir.

p%K, > 27 kosulu, her iki yontem ile cift-kararli galigma igin gerekli bir kosul olarak elde
edilmistir. Bu kosulu dogrulamak igin Sekil 6'daki kdklerin geometrik yeri egrileri gizilmistir. Sekil
6.a-c'de, K; = 1 (uM)~2 sabit ve farkh p = {4 uM,5.1962 uM, 50 uM} degerleri (sirasiyla p?K; <
27, p?K, = 27 ve p?K, > 27 kosullarini saglayan), Sekil 6.d-fde ise p = 50 uM sabit ve farkli
K, = {0.005 (uM)~2, 0.0108 (UM)~2, 0.5 (uM)~2} degerleri (sirasiyla yine p?K, < 27, p*K, = 27
ve p?K, > 27 kosullarini saglayan) kullanilarak egriler cizidildiginde gift-kararli davranis igin

p2K, > 27 kosulunun dogrulugu kanitlanmistir.
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(a) K- root locus for p=4, K=l (d) K - root locus for p=50, K1=0'005
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(b) K - root locus for p=5.1962, K=1 (e) K - root locus for p=50, K,=0.0108
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(c) K- root locus for p=50, K=l (f) K- root locus for p=50, K,=0.5
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Sekil 6. K parametresi igin farkli p2K,; degerleriyle gizilen koklerin geometrik yeri grafikleri

4.3 K, parametresi i¢in koklerin geometrik yeri analizi

K, parametresi icin koklerin geometrik yerine dayal analiz i¢gin denklem (4.1)’deki denge
denklemi, K;parametresine gore karakteristik denklem formunda denklem (4.26)'deki gibi tekrar

dizenlenmistir.

T3 —pT?

R s

(4.26)

Karakteristik denklemin payi T = 0’da c¢akisik bir ¢ift koke ve T = p’de gergel bir kdke
sahiptir. Bununla birlikte, pay U¢ gercel kdke sahipken paydanin T = %’da tek bir gercel koku

bulunmaktadir.

27



74D (4.27)

T =p (4.28)
m_P

TSV = 4.29
D K ( )

K;’in T’ye gore ektsramum noktalari olan gercel eksene giris ve gergel eksenden ayriima

noktalari K ve p parametreleri tiriinden asagidaki gibi elde edilebilir.

d { p — KT }_T(ZKTZ—pT(3+K)+2p2)_

= 0 4.30
dT (T3 — pT? (T3 — pT?)? ( )

Denklem (4.30)'daki birinci gercel eksene giris / gercel eksenden ayrilma noktasi sifira
esittir. Denklem (4.30)'deki diger iki gercel eksene giris / gercel eksenden ayrilma noktasi, payin

ikinci dereceden polinomsal ifadesinin, 2KT? — pT (3 + K) + 2p?, kokleridir.

TW =0 (4.31)

p(3+K) +p*(3+K)?> —16p*K p(3+K) +pVK* — 10K +9

@3) —
T 8K 8K

_pB+K) £pJ(K-NEK-1)
N 8K

(4.32)

T3 nin tanimladi§i gergel eksene giris / gergel eksenden ayrilma noktalarinin gercel
olabilmesi ve Kj'in gift-kararli ¢alisma aralidi icin (K —9)(K — 1) ifadesinin kesinlikle pozitif
olmasi gerekmektedir. Bu nedenle K > 9, cift-kararli galisma igin tekrar gerek kosul olarak elde
edilmistir. Ikinci olasillk olan 0 < K <1, gercel eksene giris / gercel eksenden ayriima
noktalarinin denklem (4.31)-(4.32)'de negatif K;degerleri olusturmasi nedeniyle K;’in gift-kararh

galisma araligi igin kosul olusturmamaktadir. Burada, K} ve K¥ sirasiyla K; icin cift-kararl

p—KT

calisma araliginin Gst ve alt limitlerini ifade etmektedir. k! ve K¥, T® ve T®%n K, = r—

ifadesinde T’nin yerine yazilmasiyla asagidaki gibi elde edilir.

pB+K) —pJ(K—9(K-1)
p—K SK

<p(3 + K) — pJ(K = 9)(K — 1))2 <p<3 +K) - pJ/E—K-1 )
8K 8K p

K{ =
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_ 64K3 5—K+(K-9(K-1)

=— ) (4.33)
P" B+K—-JK-9K-1) B3-7K—/(K—9(K—1))
. p_Kp(3+K)+p\E/;§(K—9)(K—1)
(p(3 +K)+pJ(K—9)(K — 1)>2 <p(3 +K) +pyK-=9DEK-1) )
8K 8K p
_ 64K>3 5—K—(K—-9)(K-1) (4.34)

p? B+K+ (K -9k - 1))2(3 — 7K+ (K —9)(K — 1))

Benzer MATLAB fonkisyonlari ile Ozbudak vd. (2004)in deneysel olarak cift-kararli
davranigi gozlemledigi T, = 20 yuM ve G, = 0 yM konsantrasyon degerlerine gore hesaplanan
p = 74.59 uM ve ayni calismada deneysel sonuclardan kestirim ile elde edilen K = 167.1 degeri
kullanilarak K; parametresi icin cizilen koklerin geometrik yeri grafigi Sekil 7'de yer almaktadir.
Sekil 7.b elde edilen grafigin orijin ¢evresinde blUyutulmig halidir. Sekil 7'de goruldugu gibi
Ozbudak vd. (2004)in denyesel sonuglardan kestirimde bulundugu K; =1 (UM)™%, K,
parametresi icin elde edilen K; € (0.119 (uM)~2, 1.27 (uM)~2) cift-kararli galisma arah§inda
bulunmaktadir. Ayni parametre araligi diskriminanta dayali analiz yéntemi ve denklem (4.33)-
(4.34)yden K; € (0.119 (uM)~2, 1.27 (uM)~2) olarak da belirlenmistir (Avcu vd., 2012; Avcu
vd., 2013). Sirasiyla Lestas vd. (2008) ve Yildirrm vd. (2004)'in matematiksel modellerinde
kullandiklar IPTG igin hesaplanan K; = 0.031 (uM)~2 ve K; = 0.0252 (uM)~2 degerlerinin, TMG
uyarici oldugunda K; icin hesaplanan cift-kararli ¢alisma araliginda yer almadigi
g6zlemlenmistir.

(a) Kl- root locus for K=167.1, p=74.59 (b) Kl- root locus for K=167.1, p=74.59
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Sekil 7. a. K = 167.1 ve p = 74.59uM alindiginda K; parametresi igin gizilen koklerin geometrik

yeri grafigi. b. Gergel eksene giris noktasi civarinda grafigin bayatilmas hali
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Sekil 8de, cift-kararli ¢calisma kosulu olarak elde edilen K > 9'u dogrulamak igin, cift-

kararli davranis sagladigi deneysel olarak bilinen p = 74.59 uM ve farkh K degerleri ile ¢izilen

koklerin geometrik yeri grafikleri verilmigtir.
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(©) K .- foot locus for K=9, p=74.59
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(e)K " root locus for K=100, p=74.59
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(b) Kl- root locus for K=5, p=74.59
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(d) Kl- root locus for K=9, p=74.59
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Sekil 8. a., c., e., g. Sabit p = 74.59uM ve farkli K de@erleri igin gizilen K; parametresine ait

koklerin geometrik yeri grafikleri. b., d., f., h. Gergel eksene giris noktasi civarinda a., c., e., ve g.

grafiklerinin blyutilmus halleri

Sekil 8'den de géruldigu gibi K < 9 oldugunda cift-kararli galisma araligi bulunmazken,

K = 9'da gakigik kok durumu ve K > 9'da cift-kararl ¢alisma aralidi olusmaktadir.
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5. TMG UYARIMLI LAK OPERON MODELI iCIN TEK PARAMETRELi KOKLERIN
GEOMETRIK YERI ANALIZ SONUGLARININ BIRLESTIRILMESI

Cift-kararh caligma kosullari, tum parametreler igin koklerin geometrik yerine dayali analiz
yontemi ile belirlenmistir. Her defasinda bir parametreyi degisken diger iki parametreyi sabit
alarak belirlenen kosullar gergekte bir boyutlu ¢ift-kararli ¢calisma araliklarini tanimlamaktadir.
Belirli bir parametrenin cift-kararli ¢galisma araliginin alt ve Ust limitleri diger iki parametrenin bir
fonksiyonudur. Belirli bir parametrenin cift-kararli ¢alisma araliginin alt ve st limitlerinin diger iki
parametreye bagimliliklari géz O6nliinde de bulundurularak ve elde edilen butin kosullar
birlestirilerek, p — K — K; uzayindaki t¢ boyutlu cift-kararli calisma bolgesi ve bu bdlgenin sabit
bazi parametre de@erleri icin alinmis iki boyutlu kesitleri olusturulabilir. Tim ¢ift-kararli ¢calisma
modu igin gerekli kosullarinin birlestiriimesiyle, tam cift-kararl ¢calisma bélgesi denklem (5.1)'de

cebrik olarak ve Sekil 9'da grafiksel olarak verilmigtir.

Ry 2 {(pK,K) € R3|p! < p < p“ Kl < K; < K& K' < K <K%,
p2K, > 27,p > 0,K > 9,K; > 0} (5.1)

WO
0|

0| —

w0 —

w0 T

00—

Sekil 9. p — K — K; uzayinda cift-kararl ¢alisma bdlgesi

p, K veya K, 'in sabit oldugu diizlemlerle R,; cift-kararli galisma bélgesinin bazi iki boyutlu

kesitleri Sekil 10 ve Sekil 11'de gorulmektedir.
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Sekil 10. p — K — K; uzayinda ¢ift-kararl ¢alisma bdlgesinin 2-boyutlu arakesitleri

Sekil 1. p — K — K; uzayinda ¢ift-kararli ¢alisma bdlgesinin 2-boyutlu arakesitleri

Gelistirilen koklerin geometrik yerine dayali analiz ydnteminin sonuglarini bilimsel

yazindaki sonuglar ile karsilastirabilmek icin sirasiyla K; ve p parametrelerinin farkli sabit
degerleri icin K —p ve K — K; uzayinda gizilen cift-kararli ¢alisma grafikleri Sekil 12 ve Sekil

13'de verilmigtir. Bu grafikerden Sekil 12, p parametresinin cift-kararli davranis igin gerekli alt ve
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ust sinirlarinin  analiz sonucunda elde edilen analitik ifadelerinin, daha ©nce yapilan
calismalardaki sabit K; = {0.0252 (uM)~2,0.031 (uM)~2,1 (uM)~2} degerleri icin K'ya gore
degisimini gostermektedir (Ozbudak vd., 2004; Lestas vd., 2008; Oehler vd., 2006). Benzer
olarak Sekil. 13'de, K; parametresinin ¢ift-kararl davranis i¢in gerekli alt ve Ust sinirlarinin analiz
sonucunda elde edilen analitik ifadelerinin p = {12.36 yM, 74.59 uM, 129.26uM} igin K'ya gore
degisimleri incelenmistir. Segilen bu sabit p degerleri, Ozbudak vd. (2004)'in yaptigi deneysel
calismada sirasiyla uyariimamis lak operon igin T, = 1 uM, cift-kararli davranis gosteren lak
operon icin T, =20 uM ve uyariimis lak operon igin T, =50 yM secilerek hesaplanan p

degerlerine esittir.

The bistability region in p-K space for different K, values
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Sekil 12. Farkh K; degerleri icin p — K uzayinda cift-kararli calisma bdlgeleri

The bistability region in K-K, space for different p values
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Sekil 13. Farkh p deg@erleri icin K — K; uzayinda cift-kararli calisma bdlgeleri
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Sekil 12'de gorildigu gibi sadece K; = 1 (uM)~2 igin cizilen p egrilerinde K = 167.1'de,
hicre disi glikozun G, =0uM ve TMG'nin T, =20 uM oldugu ve cift-kararh davranis
gOzlemlenen p = 74.59 yM degeri, p i¢in verilen cift-kararli davranis bolgesinde yer almaktadir.
K; = 0.0252(uM)~2 ve K; = 0.031(uM)~2 icin cizilen p parametre egrilerinden K = 167.1 icin
daha blyuk p (p, T.'nin artan bir fonksiyonu oldugu icin dolayisiyla daha buyuk T,) degerleri

arasinda cift-kararli davranis gozlemlenmektedir.

Sekil 13'de gorildigi gibi (K = 167.1, K; = 1 (uM)~2) noktasi, T, = 1 uM (lak operon
uyarilmamigken) icin hesaplanan sabit p = 12.36 yM degeriyle c¢izilen grafikte uyarilmamis
bolgede, T, = 20 uM (lak operon gift-kararli davranirken) i¢in hesaplanan p = 74.59 yM degeriyle
cizilen grafikte cift-kararl bolgede ve T, = 50 uM (lak operon uyarilmigken) i¢in hesaplanan

p = 129.56 uM degeriyle cizilen grafikte uyariimis bdlgede yer almaktadir.

Paremetreler icin cizilen iki boyutlu cift-kararli galisma bdlgelerini gosteren bu grafikler

analiz sonugclarini dogrulamaktadir.

5.1 TMG uyarimli Lac operon modeli i¢in G, — T, kontrol parametre uzayinda cift-kararh

calisma kosullan

Bilimsel yazinda cift-kararl galisma bolgesi hucre disi glikoz ve TMG (G, — T,) uzayinda
gosterilmektedir. Koklerin geometrik yerine dayall analiz sonuglarini G, — T, uzayina
tagiyabilmek igin segilen nominal parametre degerleri, K = 167.1 ve K, =1 (uM)™2 ile p
parametresine ait cift-kararli galisma araliginin alt ve Gst sinirlari p! = 25.7 uM ve p* = 84.1 uM
olarak hesaplanmistir. p parametresinin (2.14)'deki analitik ifadesinde goruldaga gibi hiicre digi
glikoz (G,) ve TMG (T,) konsantrasyonlarina bagh bir fonksiyon olugundan, (2.14)'de
hesaplanan bu p! ve p* degerleri yerine konularak elde edilen T,! ve T,*'In G,'ye bagl ifadeleri
(5.2) ve (5.3)'de verilmigtir.

1

0.6
Tu = u/ 0.00123 +16.1 [100 35 w} (5.2)
e = |P ' (G 10 + (100 Gp) '
+(g3)
1
To.6
T! = 1/ 0.00123 + 164 [100 — 35 190 Ge) ] (5.3)
e =P/ (G | 10 + (100 Gg) '
+(g3)
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Hucre disi TMG konsantrasyonun alt ve Ust limitleri igin denklem (5.2) ve (5.3)'ya gore
G, — T, uzayinda cizilen ¢ift-kararli galisma bolgesine ait Sekil 14'deki grafik, Ozbudak vd.

(2004)'in deneysel sonuglardan elde ettigi grafik ile uyumludur.

Bistability region in Ge- Te space

10 ¢ : :
10°
¥ Induced
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- £
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10 0 1 2 3
10 10 10 10
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Sekil 14. K = 167.1ve K; = 1 (uM)~2 igin G, — T, uzayinda ift-kararli galisma bolgesi

Benzer bir ¢izim K = 167.1 ve K; = 0.0252 (uM)~2 degeri icin koklerin geometrik yerine
dayali analiz yéntemiyle Sekil 15'de, p parametresine ait ¢ift-kararli ¢alisma araliginin alt ve Ust
sinirt olan p! =162 uM ve p* = 530 uM igin gizilmistir. Yildirim vd. (2004)in g¢alismalarinda,
TMG igin olusturduklari lak operon modelinde K; = 0.0252 (uM)~?2 alirken, bu degeri Yagil ve
Yagil (1971)'in IPTG igin yaptigi deneysel sonuglardan kestirim yoluyla elde ettiklerini ifade
etmektedir. Sekil. 3.15'de, elde edilen p' ve p* degerleri ile denklem (5.2) ve (5.3)'e gore cizilen
cift-kararli caligma boélgesi grafigine gore daha kuguk K; deg@eri cift-kararli calisma bdlgesini
T,'nin daha blylk degerlerine kaydirmistir. K = 167.1 ve K; = 0.0252 (uM)~2 degerleri ile elde
edilen 100 uM'In Uzerinde bir T, araligi, hicre disi glikozun olmadigi (G, = 0 uM) durumda
Ozbudak vd. (2004)'in deneysel olarak T, icin buldugu [3 uM, 30 uM] cift-kararli galisma bolgesi
icinde yer almaz. Bu sonu¢ IPTG icin yapilan bir deneyden kestirim yoluyla elde edilen bir

parametrenin TMG uyarimli bir modelde kullanilamayacagini géstermektedir.
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p - root locus for K=167.1, K1:0'0252 Bistability region in Ge- Te space
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Sekil 15. K = 167.1ve K; = 0.0252 (uM)~2 igin G, — T, uzayinda cift-kararli galisma bolgesi

5.2 IPTG uyarimh Lak operon modeli i¢in G, — T, kontrol parametre uzayinda cift-kararh

calisma kosullari

TMG uyarimli lak operon modeline ek olarak IPTG uyarimli lak operon modeli ele alinmig
ve parametre degerlerine bagli ¢ift-kararli galisma analizleri yapilmistir. Bunun icin TMG uyarimli
deterministik lak operon modelinde uyarici olarak, TMG yerine IPTG (1) kullaniimigtir. IPTG'nin
TMG analodu (kimyasal olarak benzer yapida) olmasi nedeniyle TMG'ye ait fonksiyonlarin
formunda bir degisiklik yapilmamigtir. Bu modelde Lestas vd. (2008)'in, Oehler vd. (2006)'in
IPTG ile gerceklestirdigi deney sonuglarindan kestirim yoluyla elde ettigi K = 1000 ve K; =
0.031 (UM)~2 parametre degerleri kullanilarak TMG modeli igin yapilan analizlere benzer

analizler yapiimigtir. Cift-kararl ¢aligma bdlgesi G, — I, uzayinda elde edilmistir.

Lestas vd. (2008)'in IPTG igin dnerdigi model hiicre disi glikozun olmadigi (G, = 0 uM)
durum icin gecerlidir. Bu nedenle, hicre disi glikoza (G,) gore hicre disi IPTG konsantrasyonu
(I) icin cift-kararli G, — I, galisma bolgesi elde edilememektedir. Sadece G, = 0 uM igin, IPTG
konsantrasyonunun cift-kararli davranisi sagladigi, I} ve I* dogru olarak hesaplanabilir. Bunun
icin G, = 0 yM oldugunda hucre disi glikoza bagh olan katabolit baskilama ve uyarici digarlama

etkilerine ait fonksiyonlarin etkilerini yok etmek icin Ozbudak vd. (2004)'in ¢alismasindan elde
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edilen ifadeleri fr,q (G,) = [ﬂ + 0.161] ve fug, (Geo) = [1 ~0.35

1.2

1+(55)
normalize edilmistir. p parametresinin icinde yer alan diger model parametreleri Lestas vd.
(2008)'in  galismasindan  a; = 2220dak™, y; =0.0308dak™, ap =2.25dak™!, yp=

0.0308 dak™*, ay = 0.0498 puM.dak™', yy = 0.4408dak™" ve K; =870 uM olarak alinmistir.

(100 G,)

m] olacak sekilde

Hicre disi glikoz (G,) ve IPTG (I,) konsantrasyonlarinin fonksiyonu olan  p(l,,G.)

parametresinin analitik ifadesi

o QT Qp Ay _ (594869.65) I, | 0.844 _(0.35)(100 Ge)
PUe o) 2 LM fr (1) fr6, (G fun, (G) = o L et 0.161] 1 -G

seklinde elde edilir.

K =1000 ve K; =0.031 (uM)~? parametre degerleri kullanilarak, koklerin geometrik
yerine dayali analiz ile IPTG uyarimli model i¢in Sekil. 3.16'da goéruldugu gibi p parametresi icin
pt =359 uM ve p* = 2840 uM cift-kararli calisma sinirlari olarak hesaplanmigtir. Sekil. 3.16'da
bu degerler kullanilarak cizilen G, — 1, uzayindaki gift-kararlihk bodlgesinden goérulduga gibi
G, = 0 yM oldugunda I, icin elde edilen cift-kararli ¢calisma arahdi, Lestas vd. (2008)'in IPTG
modelinde bulduklari ve deneysel olarak yapilan c¢alismada elde edilen [1.5 uM, 2.5 uM] ile
uyumludur (Avcu vd., 2014).

p - root locus for K=1000, K1:0.031 Bistability region in G,- I, space
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150 - T 1 L
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100 - BN ] r
1
10
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Sekil 16. K = 1000 ve K; = 0.031 (uM)~? igin G, — T, uzayinda gift-kararli galigma bolgesi
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IPTG uyarimli lak operon modeli igin benzer bir galisma Yildirm vd. (2004)'in
calismalarinda kullandigi parametre degerleri olan K = 7200 ve K; = 0.0252 (UM)~? igin
tekrarlanmigtir. Her ne kadar, Yildirim vd. (2004)'i calismada TMG uyarimli bir lak operon modeli
aldiklarini ifade etseler de, kullandiklari model parametre dederlerini Yagil ve Yagil (1971)'in
IPTG icin gerceklestirdigi deneysel verilerden kestirim yolu ile hesaplamiglardir. Lestas vd.
(2008)'in calismasinda oldugu gibi Yildirrm vd. (2004)'in modelinde de hicre disi glikozun
katabolit baskilama ve uyarici digsarlama etkileri modelde yer almamaktadir. Yine benzer yolla
sadece G, = 0pPM oldugunda, hicre digi glikoza bagl olan katabolit baskilama ve uyarici

disarlama etkilerine ait fonksiyonlarin etkilerini yok etmek icin Ozbudak vd. (2004)'in

0.844

caligmasindan elde edilen ifadeleri fr; (G.) = )12 + 0. 161‘ ve  fug,(Ge) = [1 —

8.1

(100 Gg)

0.35 10+(100 Gg)

] olarak normalize edilerek bu IPTG modeli icin de kullaniimigtir. Yildirnm vd.
(2004)'in calismasindaki diger model parametre degerleri a; = 2880 dak™?!, y; = 0.0226 dak ™!,
ap =10dak™, yp =0.6726dak™", ay =0997uM.dak™", yy =04336dak™" ve K, =

260 uM alinarak hicre disi glikoz ve IPTG konsantrasyonlarina bagh p(l.,G,) parametresinin
analitik ifadesi p(l,, G,) =

ar ap am _ (4356453.37) I, | 0.844 _ (0.35)(100 Ge) .
Yr Yp YM fT,Te (Ie)fT,Ge (Ge)fM,Ge (Ge) - 260+, [1+( 1.2 + 0. 161] [1 10+(100 G,) §ek“nde
yazilabilir.

K =7200and K; = 0.0252 (uM)~2 parametre deerleri igin koklerin geometrik yerine
dayali analiz yontemiyle elde edilen p parametresine ait cift-kararli ¢aligma araliklarinin sinirlari
olan p! = 1070 uM ve p* = 22700 uM, Sekil 3.17'de goriilmektedir. p parametresine ait bu alt {ist
sinir degerleri ile hesaplanan G, — 1, uzayindaki cift-kararli caligma bodlgesi Sekil. 3.17'de
verilmistir. Sekilde G, = 0 uyM'da, IPTG igin elde edilen cift-kararli ¢alisma arahdinin yine daha
once IPTG igin yapilan galismalarda rapor edilen [1.5 uM, 2.5 uM] degerleriyle uyumlu oldugu
gorulmektedir. Bu model parametreleri IPTG igin yapilan bir deneyden kestirim ile hesaplandigi
icin ¢ift-kararli galisma araligi TMG igin bulunan [3 uM, 30 uM] arahginda degildir. Yildirim vd.
(2004), modeli TMG igin gelistirseler de parametrelerini IPTG icin yapilan bir deney sonucundan
elde ettikleri icin sonuglar IPTG cift-kararli calisma araligina uyumludur ( Avcu vd., 2014).
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Sekil 17. K = 7200 ve K; = 0.0252 (uM)~? igin G, — T, uzayinda cift-kararli galisma bolgesi

10°

Bu analizde goruldigu gibi IPTG icin yapilan deneylerden alinan parametre degerleri,

TMG modeli icin dogru sonuclar vermemektedir. Model hangi uyarici icin gelistiriliyorsa, ilgili

uyaricilya ait deney sonuglari kullanilarak model parametre degerleri belirlenmelidir.
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6. STOKASTIK MODEL GALISMALARI VE SIMULASYON SONUGLARI

Deterministik matematiksel modellerde durum degiskenleri, ilgili gen duzenleyici aga ait
hicre icinde Uretilen mMRNA, protein ve enzim gibi dogal ya da hucrede Uretilmeksizin hicre icine
dis ortamdan tasinan dogal olmayan kimyasal bilesiklerin molar konsantrasyonlaridir. Bu
modellerde, durum degiskenin ortamda yeterli goklukta oldugu ve homojen dagihm gosterdigi
kabul edilir. Fakat biyolojik modellerde hicre i¢i konsantrasyon seviyeleri cok distk oldugundan
bu modellerin yapiy1 dogru agiklamadigi bilinmektedir. Kimyasal tepkimelerin dodasina uygun
rastgelelige uygun oldugu ve durum degiskenlerini kimyasal bilesiklerin tane sayisi kabul ettigi
icin stokastik modellerin gen dizenleyici aglari modellemede daha uygun sonuglar verecegi

bilimsel yazinda yaygin bir gorastur.

Basit bir stokastik model olan dogum-6lium modeline ait durum gecislerini gosteren
diagram Sekil 18'de verilmistir. Modelde, bir sonraki duruma gecis f orani ile gergeklesirken bir
onceki duruma gegcis g orani ile gergeklesmektedir. indirgenmis deterministik modelden elde

edilen stokastik modelde, benzer bir dogum-06lim modeli elde edilmektedir.

f(T-2) f(T-1) £(T) f(T+1)

g(T-1) g(T) g(T+1) g(T+2)

Sekil 18. Stokastik model dogum-6lim diagrami

Bu bélimde, daha dnce bilimsel yazinda incelenmis bir dogum-6lim modeli ve incelenen
deterministik modelin indirgenmesi ile elde edilen lak operona ait dodum-6lim modeli
incelenecektir. Yapilan incelemelerde kullanilacak analiz ydntemleri asagida kisaca

O0zetlenmistir.
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6.1 Kapah form kalici durum ¢o6ziimleri

Focker-Plank denklemlerini kullanarak, Sekil 18'deki model igin Kimyasal Master

Denklemi yazarken asagidaki diyagramda yer alan olay gegcisleri kabul edilmistir.

(1)
AL

)
vy

Sekil 19. Stokastik model diagrami

Sekil 18’deki bir boyutlu dogum-6lim diagramina goére elde edilen Kimyasal Master
Denklem formundaki stokastik model denklemi (6.1)de verilmistir. T molekll sayisini ifade
etmektedir. T, sifir ile maksimum molekil sayisi N olan arasinda {0,1, ..., N} ayrik degerler alan
bir tesadufi degiskendir. Stokastik modelde, t aninda T molekil sayisinda olma olasiligi P(T,t)

ile gosterilirken bu olasiligin zamanla degisimi dogum ve 6lim orani arasindaki fark olarak

dP(T,t) . . o . o
tanimlanmaktadir. # ise T tane molekul olma olasiliginin zamana goére degisim oranidir.

dP(T,t)
dt

=f(T-1DP(T-1,t)—f(T)P(T,t)+ g(T+1)P(T+1,t) —gt)P(T,¢t) (6.1)

Burada, f(T) dogum orani, g(T) 6lim orani olarak tanimlanmigtir. Dogum-6lim oranlari durum
degiskeninin (T molekll sayisinin) bir fonksiyonudur. Bu stokastik model i¢in Sekil 19'daki
kimyasal degisim diagrami incelenmektedir. Deterministik modelde konsantrasyon degisimi
incelenirken, stokastik model kimyasal tepkimelerin dogasina uygun olarak molekil sayisinin
degisimini incelemektedir. Molekul sayisi artarken stokastik model ¢ozimlerinin ortalama
degerinin, deterministik model sonuglarina yakinsadigi termodinamik yaklagimina dayal olarak

bilimsel yazinda yer alan galismalardan bilinmektedir.

N molekdl icin bu modelin matrissel gosterimi asagidaki gibi elde edilebilir.
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P(O' t) _f(O) g(l) 0 0 . 0 P(O’ tO)

u PAO|_| £(0) —f)-g1) g 0 w0 | [P0 (6.2)
i : : : o :
P(N,t) : P(N, to)

m; = P(i,~) Vi € {1,2,..., N} olmak Uzere bu modelin kapal form ¢dzimleri yukaridaki

denklemlerin kalici durumu icin hesaplandijinda asagidaki sonuglar elde edilebilir.

N
Zni —1 (63)

1
7o = ' (6.4)
L+ S e
T_f0)
T =Ty gm (65)

6.2 Gillespie stokastik simulasyon algoritmasi

Stokastik modellerde kapali form durum ¢ézimleri kararli duruma sahip modeller igin
nihai ¢6zimu vermektedir. Bunun yaninda bilimsel yazinda stokastik modelin ¢6zimuUnd durum
degiskenlerinin adim adim degisimi seklinde hesaplamak icin gelistirilen pek ¢ok yodntem
bulunmaktadir. Stokastik model analizinde durum degiskenlerinin yoringesini hesaplamak igin
kullanilan simulasyon yéntemlerinden en ¢ok bilineni Gillespie yontemidir. Gillespie yonteminde,

direkt ve ilk tepkime olmak Uzere birbirine esdeger iki farkl algoritma bulunmaktadir.

Algoritmanin adimlar kisaca asagidaki gibi 6zetlenebilir.

i. Baglama: Sistemdeki molekul sayilari, reaksiyon sabitleri, ve rasgele sayi Uretecleri

baslangi¢ kosuluna uygun olarak belirlenir.

ii. Monte Carlo adimi. Hem hangi kimyasal reaksiyonun gerceklesecegini hem de bu

gerceklesecek kimyasal reaksiyonun ne kadar slirede gerceklesecegini belirlemek igin
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rasgele sayilar olusturur. Belirli bir reaksiyonun segilme olasiligi, substrat molekdl sayisi ile

dogru orantilidir.

iii. Guncelleme: Zaman adim 2'de rasgele olusturulmus reaksiyon suresi kadar artirilir.

Yine adim 2'de gerceklesen kimyasal reaksiyona gore molekul sayilarini gtncellenir.

iv. Yineleme: Belirlenen similasyon siresi dolana ya da molekul sayisi sifir olana kadar

adim 2'ye geri donulur.

6.3 Yutucu Markov zinciri yontemi ile yutulma olasiliklari ve yutulma adim siirelerinin

hesaplanmasi

Olasilik teorisinde yaygin olarak kullanilan yutulma (baska bir duruma gecis olasiliginin
sifir oldugu) durumu, bu stokastik model i¢in kalici durum ¢ézimlerinde de kullanilimistir. Kararh
denge noktalarina karsilik gelen molekul sayilari, yutucu durum olarak belirlenmis ve bunlarin
disindaki diger molekil sayilarinda baslayan simulasyonlarin belirlenen bu yutucu durumlara

ulagsma olasiliklari hesaplanmistir.

Verilen bir Markov Model i¢cin W, n X n'lik bir gecgis oran matrisidir (n, durum degiskeninin
maksimum degeridir). Bu modelde t tane farkli durumlara gegcis olasiligi (normal) olan ve r tane
baska durumlara gegis olasili§i olmayan yutucu durum olsun. Bu gegis matrisi t x t'lik Q matrisi,
t x r'lik sifirdan farkh R matrisi, r x t'lik 8 sifir matrisine ve r X r'lik birim I. matrisine (6.6)'daki

gibi donasturilebilir.
_[¢ R
W= [9 Ir] (6.6)

Bu matrisse gosterimde Q, herhangi bir durumda baska durumlara gegme olasiligini
gosterirken, R herhangi bir durumdan yutucu durumlara gegis olasiligini gostermektedir.
N = (I —Q)"! seklinde tanimlanan temel matris kullanilarak, denklem (6.7) ile herhangi bir
durumun yutucu durum tarafindan yutulma olasihgi ve (6.8) ile kag adim sonra yutulacagi

hesaplanabilir.

B=N.R (6.7)
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t; = N.I (6.8)
Burada I, t x 1'lik birlerden olusan situn vektoradur.
6.4 Basit bir dogum-6liim islemi igin simiilasyon sonuglari

Basit dogum-6lim iglemi ile verilen bir gen dizenleyi ag modelinin kalici durum

¢Ozumlerini elde etmek icin Lestas vd. (2008)'in g¢alismasindaki model incelenmistir. Model

dogum ve 6lim olaylari ile Sekil 20'deki gibi verilmistir.

f(x) Bx
x—x+1, x—x+1

Sekil 20. Bir boyutlu dogum-6lim iglemi iceren gen diizenleyici ag modeli

f () fonksiyonu Hill katsayisi n olan, f(x) = v(a + kx™)/(1 + kx™) seklinde tanimh bir modifiye
edilmis Hill fonksiyonudur. Projede incelenen deterministik modelde yer alan mRNA retim
fonksiyonu fy, r(T) ile benzer formdadir. Caligmada g'nin [0.5, 1.5] araliindaki degerlerine gore
farkli kalici durum ¢6zimleri elde edildigi rapor edilmistir. Model parametreleri « = 0.125, n = 3,

k = 0.093750 x 1073 ve v = 40 olarak verilmistir.

Bu model igin farkli g degerleri ile hesaplanan kapali form kalici durum ¢ézimleri Sekil
21-23'de gorulmektedir.
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B = 0.5 icin kalici durum ¢ézimleri
0.045 T T

o

0.04 - -

i
1

0.035

0.03 - N

0.025

T

P(T,t)

0.02 - N

T

0.015

0.01 -

0.005

T

Sekil 21. B = 0.5 icin elde edilen kapali form kalici durum ¢ézimleri

B = 0.95 igin kalici durum ¢ozumleri
01 T T

0.09 - -

0.08 - -

0.07 - -

0.06 - -

0.05~ N

P(T,t)

0.04 - -

0.03 N

0.02 N

0.01

0 50 100 150
T

Sekil 22. B = 0.95 icin elde edilen kapali form kalici durum ¢ézimleri
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B = 1.25 igin kalici durum ¢ozumleri
0.18 T T

0.16 - ]

0.14 - b

0.12 ]

0.1 N

P(T,t)

0.08 N

0.06 N

0.04 ]

T

Sekil 23. g = 1.25 i¢in elde edilen kapali form kalici durum ¢ézimleri

Sekil 21'de géruldigu gibi disuk bir bozunma sabiti sistemin, genin uyararak kararli
durum ¢6zumi olan yidksek molekdl seviyesindeki kararli denge noktasina gitmesini
saglamaktadir. Sekil 22'de g = 0.95 oldugunda sistem cift-kararli davranis gostermektedir.
Kararli durum g¢oztumlerinde, farkli olasilikla iki farkh denge noktasina karsilik gelen molekul
sayilari elde edilmistir. Cift-kararli davranig igin iki tepeli olasiik dagihm fonksiyonu
gorulmektedir. Sekil 23'de yuksek g (bozunma sabiti), genin uyarilmasini engellemistir ve bu
nedenle dusuk molekll sayisi elde etme olasiligi ylksek kalici durum ¢dézimlerine ulasiimigtir.
Lestas vd. (2008)'in ilgili calismasinda da, g = 0.5 uyarilmig, § = 0.95 cift-kararli ve g = 1.25

uyarilmamis davranis durumuna karsilik gelmektedir.

Bilimsel yazinda uyariimis ve uyariimamis durumda kalici ¢6zUm olasilik dagilimlarinin
tek tepeli, cift-kararli davranis durumunda ise kalici ¢ézim olasilik dagiimlarinin gift tepeli bir
dagilim oldugu bilinmektedir. Yukaridaki model igin yapilan kapali form kalici durum ¢dézimleri

bu bilgi ile tutarlilik gdstermektedir.

Gillespie algoritamasi kullanilarak daha 6nce kapali form kararli durum c¢ozumleri
incelenen Sekil 20'deki modelin ayni parametre degerleri icin elde edilen similasyon sonuglari
Sekil 24-26'da verilmistir.
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B = 0.5 i¢in kalici durum ¢6ztmleri
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Sekil 24. g = 0.5 icin elde edilen Gillespie simUlasyon sonuglari

B = 0.95 igin kalici durum ¢ozumleri
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Sekil 25. g = 0.95 icgin elde edilen Gillespie simulasyon sonuglari

B = 1.25 igin kalici durum ¢ézumleri
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Sekil 26. g = 1.25 igin elde edilen Gillespie simulasyon sonuglari

a7

250



Stokastik simudlasyon sonuglarindan elde edilen histogram egrileri, daha 6nce elde edilen
kapali form kalici durum ¢ozimleri ile benzerlik gosterir. Dusuk bozunma sabiti, uyariimis
durumun go6zlemlenmesine neden olurken yiksek bozunma sabiti, uyarilmamis durumun
g6zlemlenmesine neden olmaktadir. Uyariimis ve uyarilmamis durum igin bulunan ¢ézimler tek
tepeli dagilim seklindedir. Cift-kararli davranig saglayan g parametre icin histogram egrisi 6nceki

kapali form kalici durum ¢ézimleri gibi iki tepelidir.

Denklem (6.7)-(6.8) kullanarak $ekil 20'deki model i¢in yapilan yutucu Markov model
analiz sonuclar Sekil 27 ve Sekil 28'de verilmistir.

Emilme olasilik sonugclari
1.4 T T T T T T

—® uyarilmamis durum tarafindan
—® uyarilmis durum tarafindan

1.2

0.8H o) J

S~

Emilme olasiliklari
)
O
O o

0.2 ¢ i

>/
C

Sekil 27. Emilme olasilik sonuglari

Sekil 27'de goruldugiu gibi bir molekdl seviyesi igin her iki yutucu durum tarafindan yutulma
olasiliklarinin toplami birdir. Dusik molekil seviyesini gésteren durumlarin uyarilmamis durum
tarafindan yutulma olasiliklari bir iken, yUksek molekul sayilarina denk gelen durumlarin

uyarilmis durum tarafindan yutulma olasihigi birdir.

48



Emilmek icin gerekli adim sayisi
9000

) —® uyarilmamis durum tarafindan
8000 N —® uyarilmis durum tarafindan

I
S

7000 [0}

I

I
o

6000

—
N

5000

I

4000

I

Adim sayisi

3000 o

I

I
~

2000

1000

I
Va

Sekil 28. Emilme icin gerekli adim sonuglari

Sekil 28'den goruldigiu gibi distk molekil sayisini gosteren bir durumdan uyariimis
duruma ge¢mek icin daha fazla adim gerekirken uyarilmamis duruma gecmek ici daha az adim

sayisi yeterli olmaktadir.

6.5 Stokastik lak operon modeli simulasyon sonuglari

Bolim 1'de verilen deterministik model (1.1)-(1.3), sanki kalici durum (quasi-steady state)
varsayimi altinda (mRNa ve permeaz konsatrasyonunun hizl bir sekilde sabit bir konsantrasyon
dizeyine ulastigi kabul edilerek), M ve P durum degiskenleri sabit alinarak sadece TMG
konsantrasyon degisimine bagh denklem (6.9)’daki indirgenmis (tek durum degiskenli) modele

donusturilmastar.

dar 14K ‘o
at VT Pryg 2T (6.9)
Burada, p 2 %%%fnre (To)fr,c,(Ge) fu,,(Ge) modeli basitlestirmek igin daha énce

(2.14)'de tanimlanmis p parametresidir. Kararli durum ¢ozimleri incelendigi icin denklem (6.9)'un
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her iki tarafi y; ile sadelestiriimistir. Bunun nedeni bozulma sabitinin gegici ¢ézimleri ektilerken

kalici ¢bziim Uzerinde etkisinin olmamasidir.

Stokastik modelin, p = 35uM, K; = 1(uM)~2 ve K = 167,1 parametre degerleri igin kapali
form kalici durum ¢ozumleri ile elde edilen dagihm egrisi Sekil 29'da verilmistir. Durum degigkeni
molar konsantrasyon cinsinden alindiginda, ilgili parametre degerleri ile ¢ift-kararli davranis
goOsteren kalici durum olasiliklari elde edilmigtir.  Grafikte kirmizi gizgiler, ayni parametre
degerlerine sahip deternisiktik modele ait denklem (2.16) kullanilarak hesaplanmis denge

noktalarini géstermektedir.

Steady state probability distribution for p=35
04 L L L L L L L L L

0.35[~ -

0.3 -

0.25~ -

Probability
o
N
I
1

0.15- -

0.1~ -

|

0.05 .

Molecule concantretion

Sekil 29. p = 35uM, K; = 1(uM)~2 ve K = 167,1 parametre degerleri i¢in kapali form kalici

durum ¢oézimu

Ayni parametre degerleri ile yutulma adim sayisi grafigi Sekil 30'daki gibi elde
edilmektedir. Sekilden diguk molar konsantrasyon seviyesinden baslandidinda uyariimisg
duruma gec¢mek icin ¢cok daha fazla adim sayisi (onbinler mertebesinde) gerektigi, buna karsilik
uyarilmamis duruma geg¢mek icin ¢ok kiiglk sayida adim (ytzler mertebesinde) atmasinin yeterli

oldugu gorilmektedir. Benzer durum yilksek molar konsantrasyondan baslanilan durum igin
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uyarilmamis duruma gegis icin bayldk adim sayisi, uyariimis duruma ge¢mek icin kiguk adim
sayisi seklinde gozlemlenebilir. Benzer olarak grafikte yesil gizgiler, ayni parametre degerlerine
sahip deterministik modele ait denklem (2.16) kullanilarak hesaplanmig denge noktalarini
gOstermektedir.

x 10" Absorption time for p=35

Iteration values

Molecule concantretion

Sekil 30. p = 35uM, K; = 1(uM)~2 ve K = 167,1 parametre degerleri icin yutulma adim sayisi

Ayni similasyonlar nominal parametre degerleri (K; = 1(uM)~? ve K =167,1) ile
p = 75uM igin yapildiginda Sekil 31'de kapali form kararlh durum ¢dzimlerini, yutulma adim
sayisini icin Sekil 32'deki garfigi vermektedir. Deneysel galismalarda cift-kararli ¢alisma
gOsterdigi bilinen p = 74.59uM dederine ¢ok yakin bu p dederi igin iki tepeli olasilik dagil elde
edilmezken, yutulma adim sayisina ait grafikten ylksek molar konsantrasyon degerleri igin
uyarilmamis duruma gitme adim sayisini uyariimig duruma gitme sayisinin yaklasik 9 kati
oldugu gorulmektedir. Bu grafik denge noktalarinin gekim bolgeleri hakkinda bilgi verirken kalici
durum ¢6zimleri iceren Sekil 31'de benzer bir bilgi elde edilememesinin sebebi simulasyonlarin

molar konsantrasyon degeri igin yapiimasidir.
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Steady state probability distribution for p=75
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Sekil 31. p = 75uM, K; = 1(uM)~2 ve K = 167,1 parametre degerleri icin yutulma adim sayisi
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Absorption time for p=75
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Sekil 32. p = 75uM, K; = 1(uM)~? ve K = 167,1 parametre degerleri igin yutulma adim sayisi

Kalici durum ¢ozimdiinin farkh sonug vermesinin nedeni p = 75uM, K; = 1(uM)~? ve
K = 167,1 parametre deg@erleri icin modelin denge noktalarinin T; = 72.72uM, T, = 1.66uM ve
T; = 0.61uM olmasidir. Bu durumda T = 0uM ve T = 72uMkararli denge noktalarina karsilk
gelmektedir. Kararsiz denge noktasina ait c¢cekim bdlgesinde ¢b6zim kimesine ait molar
konsantrasyon degeri olmamasi sanki bu degerlere karsilik gelen molekil sayilarinin olmamasi
gibi yanlis bir durumu gostermektedir. Bu nedenle stokastik model simullasyonu igin durum
degiskeninin molekll tane sayisi alinmaldir. Stokastik modelin parametrelerinin deterministik

model ile uyumlulugu i¢in asagidaki déntusimler gergeklestirilmistir.

Tablo 2. Deterministik-stokastik model katsayilarinin dénisim

(1172 (T1%) (([T].V.N)"2) (([TM)Z)
1+ K T2 1+ K, T+2
= _ *(T*) =
{[(T? o K+ K T2 b ﬁﬂ( :N)) wom Kt K re
’ (T2 477) b TV N)2) (TIV.N)2)
Deterministik Stokastik
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D =T = g)= T

(D (ff]) pomistm (r1v.N)  ([T]V.N)
Deterministik Stokastik
Deterministik Model Stokastik Model
Parametre Birimi Parametre Birimi

p Molar konsantrasyon p* =pNV Molekiil tanesayisi
K Birimsiz K*=K Birimsiz

K, (Molar konsantrasyon) 2 . K, (Molekiil tane sayis1) ™2

= wny

Burada, ortalama koli basili hacminin m3 cinsinden degeri V, 1 (uM)® ve N avagadro sayisi

6.02 x 1023 olarak alinmistir.

ilgili déntstmler yapilarak TMG molekiliiniin tane sayisi igin stokastik model ¢éziimleri
elde edilmistir. Yapilan deneysel sonucglara baglh olarak TMG molekilli igin anlamli deger
araliginin 150uM'a karsilik 90000 tane TMG molekili ((150 x 107%)M x (1 x 107%)3M x
(6.02 x 1023)) alinmasina karar verilmigtir. Durum degiskeninin maksimum degeri N = 90000
olarak, donustirulmus parametre degerleri ile ¢ozum yapildidinda, ilgili tane sayisina ait olasilik
degerinin MATLAB ile hesaplanamayacak kadar kiglk oldugu goérulmustir. Dogru analiz
sonuglari igin "BigNum" kltUphanesi eklenerek model c¢6zimleri C++ ile hesaplanmistir.
Hesaplanan kararli durum olasilik degerlerinden bazilari 10732* mertesindeyken bazilari
1072 mertebesindedir. Bltin tanim kiimesine ait gbziimleri gosteren daha anlasilir bir grafik elde
etmek icin ardigil kapali form kalici durum ¢dzUmlerinin birbirine oranlarinin logaritmasi
cizilmistir. Model icin denge durum denklemleri yazildiginda bir durumdan ¢ikis ve girislerin

farkinin denklem (6.10)'daki gibi sifir olmasi gerekmektedir.
mi1-fG—1)—m.g(i) =0 (6.10)

Ardiglil ili tane sayisina ait olasilik gézumlerinin orani agagidaki gibi hesaplanir.

m,  f-1)

mi-e g (641
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Stokastik modelde p = 45uM, K; = 1(uM)~? ve K = 167,1 parametre degerlerine gore tane
sayisi icin simuilasyon yapildiginda Sekil 33'deki sonuclar elde edilmistir. Kalici durum olasilik
¢ozumlerinin degerleri ¢ok kiguk oldugu icin bu degerlerin logaritmasi Sekil 33.b'de verilmistir.
Grafikte cift-kararh davranisa karsilik gelen iki tepeli dagilim goralmektedir. Parametre
degerlerine bagh olarak tepelerin genlikleri degisiklik gosterirken cift-kararli davranisin gérece

daha rahat gézlemlendigi r; /m;_, oranini gésteren egri Sekil 33.a'da cizilmistir.

i a. Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for p=45

10 T T
(=} 0
10° ! .
] ] 10 15
Malecule number « 1[]4
% 107 b. Log(Pi(i))
U T 1
051 |
Ak i
151 |
-2 1 ]
] ] 10 15
Maolecule number 4
* 10

Sekil 33. Tane sayisi igin p = 45uM, K; = 1(uM)~2 ve K = 167,1 parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonuglari

Sekil 33.a'da ardigll iki ¢6zUmun oraninin birden buyuk veya kig¢ik olmasina gore olasihk
dagiiminin sekli elde edilebilir. iki tepeli bir kararli durum olasilik dagilimi igin iki ¢dzimin

oranina ait egrinin x = 1 dogrusunu U¢ defa kesmesi gerekir.

Buna gore p parametresi igin nominal K = 167.1 ve K; = 1(uM)~? degerleri ile yapilan

¢bzUmlerden Sekil 34-36'dan goruldugu gibi gift-kararli davranig araligi p € (25.7 uM, 84.1 yM)
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olarak hesaplanmigtir. p parametresi icin cift-kararli galisma araligi diskriminant yontemiyle ve

koklerin geometrik yerine dayali ydntem ile ayni sonuglar elde edilmistir.

Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for p=25.7
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Sekil 34. Tane sayisi igin p = 25.7uM, K; = 1(uM)~? ve K = 167,1 parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonugclari

Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for p=50
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Sekil 35. Tane sayisi igin p = 50uM, K; = 1(uM)~2 ve K = 167,1 parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonuglari
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Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for p=84.1

T T 3 33 TTTTTE T T T T UL

10°

T

T

10°

T

10"

ratio

IBEERET|

T

10°

T T T

10'1 r_r rrrreef r_r rrrreef r_r rrrreef r_r rrreeef

0 1 2 3 4 5

10 10 10 10 10 10
Molecule number

Sekil 36. Tane sayisi igin p = 84.1uM, K; = 1(uM)~? ve K = 167,1 parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonuglari

Benzer analizler p = 74.59uM ve K = 167,1 nominal parametre de@erleri sabit tutularak
farli K;degerleri icin tekrarlandiginda Sekil 37-39'daki grafikler elde edilmistir. Stokastik modele
ait géziimlerle, diger iki yontemle de bulunan cift-kararli galisma arah@ K; € (0.119 (uM)~2,
1.27 (uM)~2) hesaplanmistir.

Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for K,=0.119
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Sekil 37. Tane sayisi igin K; = 0,119(uM)~2, p = 74.59uM, ve K = 167,1 parametre degerleriyle

elde edilen simllasyon sonuglari
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Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for K,=0.4
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Sekil 38. Tane sayisi igin K; = 0,4(uM)™2%, p = 74.59uM, ve K = 167,1 parametre degerleriyle

elde edilen simulasyon sonuglari

Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for Kl:1.27
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Sekil 39. Tane sayisi igin K; = 1,27(uM) ™2, p = 74.59uM, ve K = 167,1 parametre dederleriyle

elde edilen simulasyon sonuglari
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Stokastik modelde, K parametresi i¢in p = 74.59uM ve K; = 1(uM)~? sabit alinarak
yapilan analiz sonuclarina Sekil 40-42'de yer verilmistir. Diger parametre degerleri gibi K
parametresine ait ¢ift-kararli galigma araligi diskriminant ve koklerin geometrik yeri yontemleriyle
tutarl sonuclar vermigtir. Sekillerden goruldugu gibi K parametresi igin gift-kararlh calisma araligi
K € (148,1390)'dir.

Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for K=149
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Sekil 40. Tane sayisi icin K = 149, K; = 1(uM)~?2 ve p = 74.59uM parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonuglari
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3 Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for K=350
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Sekil 41. Tane sayisi igin K = 350, K; = 1(uM)~2 ve p = 74.59uM parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonugclari

, Ratio of Pi(k)/Pi(k-1) for K=1390
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Sekil 42. Tane sayisi igin K = 1390, K; = 1(uM)~? ve p = 74.59uM parametre degerleriyle elde

edilen simulasyon sonugclari
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Stokastik model ile yapilan g¢alismalardan modelin durum degiskeninin molar
konsantrasyonu cinsinden yapilan ¢ézumlerin yeterli ¢cozindrlikte olmadigr géralmagtir. Durum
degigkeninin tanim kumesi tane sayisi olarak genisletildiginde, tane sayisi igin yapilacak
analizlere uygun olarak yapilan parametre doéntsimi ile deterministik denklem ile uyumlu

sonugclar elde edilmigtir.
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7. KONTROL PROBLEMLERININ TANIMLANMASI

Denklem (1.1)-(1.3) ile tanimh deterministik lak operon modelinin bir optimal kontrol

formilasyonu asagida tanimlanmigtir.

(Min J(Z(), 80, tf) = J, Fo(t, %(0),u(0)) dt
Soyle ki

(m) JEE) TP = FEO,ED

(IC)  #(0) = 7 (biliniyor)

Burada, J(x(*),u(),tf) minimize edilecek basarim indeksini, (EE), (IC) ve (FC) sirasiyla
(2.1)-(1.3) ile tanimh deterministik lak operon modelinin durum denklemlerini, durum
degiskenlerinin baglangic ve son deger kosullarini veren kisitlari géstermektedir. ¥ = (M,P,T) €

R3 durum degiskeni vektoradir. i = (T,, G,) € R? kontrol degiskeni vektoridiir.
Tanimlanan optimal kontrol problemi,
fo(t, x,u)=f°tM,PT,T,,G,) = %Tez ile bir minimum yakit problemi olarak ele alinmistir. (1.1)-
(1.3) modelinin durum denklemlerinin sag yani asagidaki bicimde tanimhdir.
F = (Fl,Fz,F3): RSXRZ 4 RB

Fy(M,P,T,T,, G) = aMfM,T(T)fM,Ge(Ge) —YuM

= 1+K1T2[ ¢ + (100 ] (7.1
=M TR T2 T+ G, 8)2 T ) D
F,(M,P,T,T,,G,) == apM — ypP (7.2)
F3(M,P,T,T,, G,) == anT,Te(Te)fT,Ge(Ge)P —yrT = a’T.BsTeO'é(ﬂl — f25(Ge — T))P —yrT (7.3)
1+K,T? . I . . a
Yukarida, fyr(T) = KT (modifiye edilmig Hill fonksiyonu) ve fy g, (G.) = Tr /s 0?
1 e/8.

0, egerr <0

(100 — a) seklinde secilmistir. s(r) = {1, egerr > 0

olmak uUzere fr, (G.) == 1 — B25(Ge — )

ve frr (T,) = B3T° bicimindedir.
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Son deger kisiti y sabit oldugunda asagidaki bigimde alinmistir.

g(tr, M(tp), P(tp), T(t)) = T(tr) — v (7.4)

Tanimlanan (m) problemi ikinci Lagrange problemi sinifina aittir. Problemin ¢ézimdiyle ilgili
(m) problemi igin Hamiltonyen yazilarak Hamiltonyen cinsinden gerek kosullar turetilmis ve

problemin ¢6zimu ileride gergeklestirilecek arastirmalara birakilmistir.
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8. SONUCLAR

Proje Onerisinde, hlcre ici aglarin, 6zelde gen dizenleyici aglarin, 1) modellenmesi, 2)
analizi ve 3) kontroll Uzerine 3 is paketi 6ngorulmustir. Modelleme is paketinin 0-24 ay, analiz is
paketinin 3-24 ay ve kontrol is paketinin 6-24 ay tarihleri arasinda gercgeklestiriimesi

tasarlanmistir.

Proje, bu is paketleri cercevesinde yapilan ¢alismalardan elde adilen sonuclar asagidaki

gibi 6zetlenebilir:

o Karbon metabolizmasinda gérev yapan 6zel bir gen dizenleyici ag olan Lak Operonun
enzim kinetigine bagh olarak elde edilen matematiksel modeli incelenmistir. Modelin enzim
kinetigine dayali olarak turetiminde, Michealis-Menten ve Hill yaklagimlari kullaniimasi sonucu

rasyonel sag yanl siradan diferansiyel denklemler elde edilmistir.

e Temel olarak, lak operon icin ortaya konan rasyonel sag yanh siradan diferansiyel
denklem modelinin ¢gézdmlerinin sinirhliginin, modelin denge noktalarinin Liapunov anlaminda
yerel asimptotik kararlihdinin ve lak operonun bilimsel yazinda deneysel ve kuramsal olarak
goOzlemlenen cift-kararh galisma kipinin ortaya gikmasina neden olan ¢oklu-denge noktalarinin

varliginin model parametrelerine baglh olarak incelenmesi gergeklestirilmistir.

o Modelin durum degiskenlerinin sinirhiligi ile yerel kararhliyi Gzerine calismalar ve
polinomsal denklemler icin sembolik olarak yazilabilen diskriminanta dayali olarak polinomsal
denge denklemlerinin kokleri olan denge noktalarinin sayisinin parametre degerlerine bagli
olarak incelenmesini igeren g¢alismalar bir bildiri olarak hazirlanmis ve 29 Kasim — 1 Aralik 2012
tarinlerinde gergeklestirien ELECO2012 konferansinda sunulmustur. Bu c¢alismanin daha
kapsaml hali, SCI-Exp kapsaminda bir dergi olan Turkish Journal of Electrical Engineering &

Computer Sciences dergisinde yayimlanmak Uzere kabul edilmigtir.
o Diskriminant kullanimina dayali ¢galisma, transasetilaz etkisinin géz énine alinmadidi ve

uyarici olarak yapay bir uyarici olan TMG ile uyarilan Lak operon modelinin ¢ift-kararli calisma

davraniginin parametre belirsizligi altinda incelenmesini saglamistir.
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o Deterministik lak operon modelinin cift-kararli davranis gdsterdigi parametre deger
araliklarini belirlemek Uzere, Projenin 6zgun bir ¢iktisi olarak geligtirilen, koklerin geometrik

yerine dayali analiz ydntemini gelistirilmistir.

o Koklerin geometrik yeri ile belirlenen cift-kararlilik parametre bolgeleri, Projenin ilk 6 aylik
calisma doéneminde gelistirilen diskriminanta dayali ¢ift kararlilik analiz yéntemiyle elde edilen
sonugclarla karsilastiriimis ve sonugclarin beklendigi Gzere ¢akistigi gorilerek yontemlerin bir tir
dogrulamasi yapilmistir. Kéklerin geometrik yerine dayali ¢ift-kararlilik analizi Gzerine bu ¢alisma
tamamlanmis, sonuglarin bir dergi makalesi olarak yayina  dénustirilerek
SCI-Exp kapsaminda olan "IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics: Systems"
dergisine degerlendirme icin gdénderilmistir. Makalenin hakem degerlendirmesi devam

etmektedir.

o Deterministik modelin c¢ift-kararli ¢galisma kosullarini parametre uzayinda incelemek igin
gelistirilen diskriminanta dayali ve koklerin geometrik yerine dayall cift-kararlihk analiz
yéntemlerinin sonuglari bilimsel yazindaki deneysel ve teorik g¢alismalarin sonugclariyla
karsilastirilmis ve bu analiz yéntemleriyle elde edilen sonuglarin varolan sonuglarla uyumlu

oldugu goériimustar.

e Proje arastirmacilarindan Dr. Neslihan AVCU, Dokuz Eylul Universitesi Fen Bilimleri
Enstitist Elektrik-Elektronik Muhendisligi Programi'nda Projenin Tark tarafi yarutlcusu Dr.
Cuneyt GUZELIS danigmanliginda "Analysis of Bistability Behaviour of Lac Operon by Using
Systems Theory" baslikli doktora tezini 21 Subat 2013 tarihinde basari ile tamamlamistir. Tezin
Proje ile ara kesitini olugturan deterministik lak operon modelinin gift-kararlilik analizi Gzerine

sonuglar proje sonug raporunda 6zetlenmistir.

e Ug durum degiskeni igeren deterministik lak operon modelinin (mRNA ve permeaz
konsantrasyonlarinin hizli denge durumuna gectigi kabul edilerek sanki kalici durumda elde
edilen) tek degigkenli (TMG) indirgenmis biciminin stokastik karsihiginin, Kimyasal Master
Denklemi (KMD) biciminde elde edilmistir. Bu amagla, deterministik modelden stokastik modele
gecis icin, kimyasal tepkimelerin stokastik tanimlari kullanilarak KMD'lerin olusturulmasi Gzerine

bilimsel yazinda yer alan caligmalar gézden gegcirilmigtir. Stokastik lak operon modeli, TMG
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molekul sayisinin belirli bir degerde olma olasiliginin zamanla degisimini veren KMD yazilarak,

elde edilmigtir.

o Molekul sayisinin az oldugu durumda deterministik yaklasim yerine stokastik yaklagsimin
kullaniimasinin, parametre belirsizligini, gurltiyu ve gift-kararli ¢galisma Kipi gibi lak operonun
belirli  davranis &zelliklerini daha iyi modelleyip modelleyemeyecedinin incelenmesi
amaclanmistir. Kimyasal tepkimeler, stokastik olarak “Kimyasal Master Denklemi” ile
tanimlanabilmektedir. Molekil sayisi artikga kapali form kararli durum ¢6zimu igin islem yuki
cok artmaktadir. Kapal form kararli durum c¢ozimlerine alternatif olusturmak icin bilimsel
yazinda yer alan basit bir stokastik model 6rneginde “Kimyasal Master Denklemi”, bir tir

dinamik Monte Carlo yontemi olan Gillespie algoritmasi ile ¢ozulmustr.

e Algoritmalarin karsilastirilmasi amaciyla, test érnegi olarak basit bir 6lim-dogum olayi
iceren KMD formunda stokastik bir model ele alinmistir. Test 6rneginin simulasyonu igin, bilimsel
yazinda yer alan Gillespie algoritmasi ile olasiliklarin zamanla degisimi ve KMD'lerin kalici
durum denklemlerinin kapali form ¢dézimlerinden yararlanarak da kalici durum olasiliklar elde

edilmigtir.

o Stokastik model icin hazirlanan algoritma ve yontemler ile parametreler icin gift-kararli
calisma araliklari hesaplanmistir. Stokastik model ile elde edilen pcift-kararli ¢alisma
araliklarinin  deterministik model ile elde edilen parametre araliklariyla ayni oldugu
g6zlemlenmistir. Bu tutarliigin sebebi, durum degiskeni olan TMG'nin hicre i¢ digindan hicre
icine taginmasi ve hicredeki miktarinin oldukga fazla olmasidir. Benzer sonug bilimsel yazinda

da yer almaktadir.

e Ayrica bilinen olasilik yontemleri analize eklenerek stokastik modelin analizi ile ilgili
kararli denge noktasi tarafindan yutulma olasiligi, kag adim sonra kararli denge noktasina
varacag! ek bilgiler elde edilmigtir. Bu bilgiler 1s1ginda yapilan deneysel sonuclarda dig ortamdaki
glikoz (G,) ve TMG (T,) konsantransyonuna bagli olarak hlcrenin uyariimis veya uyariimamis

duruma gecis olasihgi ve siuresi hesaplanabilir.
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e Son olarak Projede ele alinan TMG uyarimli deterministik lak operon modeli igin ilk
deger ve son degerin bilindigi, minimum yakit basari indeksli bir optimal kontrol problemi

tanimlanmistir. Optimal kontrol probleminin ¢6ziimi gelecek ¢alismalarda gergeklestirilecektir.
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